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NAPOLEON BONAPARTE
-citate-

m De la sublim la ridicol nu este decat un pas.
m Multi oameni, ca si cifrele, capata valoare numai prin pozitia lor.

m Capacitatea de a repurta victorii stralucite consta si In capacitatea, la
nevoie, de a suferi infrangeri.

m Imposibilul e o fantoma a timizilor si refugiul lasilor.

m [ertarea Inseamna a te ridica mai presus decét cei ce te-au insultat.
m Imaginatia conduce lumea.

m Victoria apartine celui mai perseverent.

m Fiecare soldat poarta in ranita sa un baston de maresal.

m Caracterul este baza dreptunghiului, iar inteligenta este inaltimea.

m Arta de a fi cand foarte indraznet, cand foarte prudent este arta de a
reusi.

m Adevaratele victorii, singurele care nu se lasd cu regrete, sunt cele
obtinute in lupta cu ignoranta.

m Comandantul trebuie sa aiba atét caracter cat si inteligentd. Oamenii
care au multa inteligenta si putin caracter sunt cei mai putini indicati.

m Zece oameni care-si exprima parerea in public sunt mai puternici decat
alte sute de mii care tac.



Ceviene izogonale. Simediane.
Petrisor Neagoe

Definitie: Spunem ca , intr-un triunghi ABC, doua ceviene AA4' si AA"
sunt ceviene izogonale dacad <xBAA'= < CAA".
Teorema 1 (Steiner).Fie triunghiul ABC si punctele A',A" € BC, astfel

Al " 2
incdt AA' si AA" sunt izogonale. Atunci 4B A_B: AB
A'C A"C \ AC

Demonstratie:
<BAA'= < CAA" = < CAA'= < BAA"
XAA'B s1 «AA'C sunt suplementare = sin(xA4A4'B) =sin(x4A4'C)
Aplicam teorema sinusurilor in AA4'B si AAA'C . Deci
AB -sin(«BAA")
sin(xXA4A4'B) N A'B_ AB-sin(«xBAA")
4C= AC'-s1n(<):CAA) A'C  AC-sin(xCAA4") -
sin(<x44'C)
A"B _ AB-sin(«xBAA")
A"C  AC-sin(xCAA")

ABAB(_]MM}( j:

A'B=

e ]
A'C 4A"C ST(e€44")  sin(eAq")
A'B A"B ( AB
S = —
A'C A"C (ch
A
B A’ A C

Teorema 2 : Izogonalele a trei ceviene concurente sunt concurente.

Demonstratie: Fie AABC, AA', BB' si CC' cele trei ceviene
concurente si 44", BB" si CC" izogonalele lor.
AA', BB' si CC' sunt concurente. Din reciproca teoremei lui Ceva
rezulta ca Q-B—C~ﬁ=1 (D).
A'C B'A C'B
AA' si AA" sunt izogonale. Din teorema lui Steiner rezulta ca

A'B A"B _ ﬁsz"C A'B
A'C A"C \ AC A"B

2
B"A B'C C"B (C'A4
Analog > ——=——-| — i = — 3).
nalog { j si 4 C'B ( ] 3)

B"C B'A \ BC AC

. . A"C B"A C"B

Din (1), (2)si (3) = T8 B'C C'4

Din reciproca teoremei lui Ceva rezultd ca 44", BB" si CC" sunt
concurente.

Definitie: Se numeste simediand intr-un triunghi izogonala medianei.
Daca AS este simediana in AABC , atunci din teorema lui Steiner rezulta

_ SB (4B
cd —=|—| .
sc \4c

Din definitie si din teorema 2 rezulta ca simedianele unui triunghi sunt
concurente. Punctul de concurenta al simedianelor unui triunghi se
numeste punctul lui Lemoine al triunghiului si se noteaza cu K .
Definitie: O dreapta taie laturile AC, AB ale triunghiului 4BC in B',C".
Daca «<AB'C'=<«ABC , atunci spunem ca dreapta B'C"' este
antiparalela cu BC . Evident, in acest caz, <AC'B'=<ACB.
Teorema 3 (Lhuilier). /ntr-un triunghi simediana unui varf este locul
geometric al mijloacelor antiparalelelor la latura opusa.

Demonstratie:
Fie triunghiul ABC si antiparalela B'C'. Fie B",C" simetricele
punctelor B',C" in raport cu bisectoarea <4 . Deoarece
AAB'C'=A4AB"C" = <«AB"C"=<«AB'C'=<«ABC,deci B"C"||BC.
Locul geometric al mijloacelor segmentelor paralele cu o latura a unui
triunghi si cu capetele pe celelate douad laturi este mediana triunghiului
corespunzatoare laturii paralele cu segmentele.
Deoarece mijlocul segmentului (B'C') se transforma in mijlocul

segmentului (B"C"), rezulta ca locul geometric al mijloacelor
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antiparalelelor cu latura (BC) este simetrica medianei fatd de bisectoarea
corepunzatoare unghiului <4, adica simediana din varful 4.
Teorema 4. Tangentele la cercul circumscris unui triunghi in capetele
unei laturi se intersecteazd pe simediana varfului opus.

Demonstratie:
Fie triunghiul 4ABC si A' punctul de intersectie al tangentelor la cercul
circumscris aABC 1in varfurile B si C . Sa demonstram ca AA4"' este
simediana varfului 4.
Evident [A'B]=[A4'C], deci triunghiul a4'BC este isoscel si
m(<xA'BC)=m(xA'CB) = m(XA)
Fie B"€ AB,C"€ AC astfel incat [A4'B"]=[A'B] si [A'C"]=[A'C].
[A'B"]=[A'B]=aA'B"B—isoscel = <A'B"B=<A'BB"=<xC
[A'C"]=[A'C]=aA'C"C —isoscel = «xA'C"C=<xA4'CC"= {B}
= m(XAB" A"+ m(xAC" A")+ m(«xA) =180 = B",4',C" sunt coliniare

si B"C" este antiparaleld cu BC .
[A'B"]=[A'B]=[A'C]=[A'C"]= A" este mijlocul lui [B"C"].
Rezultd cd AA' este simediana varfului 4.
Analog se aratd pentru simedianele BB' si CC' din varfurile B si C .
Simedianele intr-un triunghi sunt concurente in punctul lui Lemoine, deci
AA'NBB'NCC'={K}
Sa obsevam ca cercul circumscris AABC este cerc inscris in AA'B'C',
unde 4,B,C sunt punctele de contact ale cercului cu laturile A4'B'C".
Cum AA',BB',CC" sunt concurente rezultd ca punctul de concurenta este
punctul lui Gergonne al A4'B'C'. Deci punctul lui Lemoine (K) al
AABC este punctul lui Gergonne al A4'B'C".
Probleme rezolvate
1.Fie ABCD un patrulater inscriptibil si / intersectia diagonalelor.

Sa se demonstreze ca Al este simediand in ADAB daca si numai

dacda AC-BD=2-AB-CD.

Solutie: Sa reamintim relatia lui Ptolemeu Intr-un patrulater inscriptibil:

AB-CD+BC-AD=AC-BD

"= Al este simediana in ADAB = IB AB
ID AD

B_BC
14 AD IB BC AB AB BC [ AB 7 BC AB

> = —= = >—=—=
ID _CD ID 4D CD AD CD \ AD CD AD
IA  AB

= BC-AD=AB-CD= AB-CD-BC-AD=0
=

Dar ABCD inscriptibil = AB-CD + BC - AD = AC - BD
=2-AB-CD=AC-BD

2-AB-CD=AC-BD
" = AB-CD-BC-AD=0>
AB-CD+BC-AD=AC-BD
AB BC
AB-CD=BC-4AD = —
AD CD| IB (A4BY
> — = — =
IB AB BC ID AD

ar
ID AD CD
= AI - simediand in ADAB . O

Observatie: Dacd Al este simediana in A4ABD , atunci Bl este

simediana in AABC , CI este simediand in ABCD si DI este

simediana in ACDA .

2.Fie AABC, M mijlocul laturii BC si punctele E € AB,F € AC, astfel
incat < ACE = ABF . $tiind cd {S} = AM N EF sa se demonstreze ca

AS este simediand In AAEF .
Solutie: Fie {T} = AS N BF

in AEBF , transversala A—-T — S = SF AB TF
SE AE TB
In ABFC, transversala T — A— M = TF AF MC TF AF
TB AC MB :E AC
M mijlocul lui [BC]
SF AB AF _ SF AB AF
=— e — 5
SE AE AC SE AC AE SF (4B
<ABF = <ACE AFAB[ T SE \4C

}:AABF~AACE:>

<FAB = <EAC AE  AC

= AS este simediand in AAEF .o



3.Fie ABC un triunghi oarecare si A4, , A4, doua ceviene izogonale,
4,4, € BC. Consideram simediana 4 M In A44 B, M €(A4B) si
simediana 4, N in A44,C, N € (AC). Demonstrati cd BN,CM si
simediana din varful 4 a AABC sunt concurente.

Solutie: Fie P e (BC) astfel incat AP este simediana in A4BC .
AA; si AA, ceviene izogonale In AABC = <4 AB=<x4,AC

MA_ AL
MB 4B’
NC 4,C*| MA NC PB _

—_— = — =
NA 44> MB NA PC

AM simediand in a44,B =

A, N simediand in a44,C =

2
AP simediand in a4ABC = ﬁ = AB

PC  4C?

a A 4,C* 4B’ (44 4,C ABY [ 4Cesinsddyd) 4BY
AB* 4,4*> AC*? 44 AB AC A B -sin(xA44,4,) AC

2 2
_( 4yC -sin(xd4,C) AB Y AC -sin(x4,4C) AR, N
A B-sin(xA4B) AC B -sin(«4, AB) AC
ﬂ~N—C~E=1:>AP,BN si CM sunt concurente.
MB NA PC

Va propunem acum spre studiu urmatoarea problema:
4.Fie ABC un triunghi oarecare, A4, A4, douad ceviene izogonale,

A, A4, € BC si [ este centrul cercului inscris in a4BC . Stiind ca
{M}=BINAA, {M,}=BIN A4y, {N}=CI " A4,
{Ny,}=CINA4,, {P}=BN,N"CM, si {Q}=BN, "CM, sa se
demonstreze ca punctele P,/ si O sunt coliniare. O

Bibliografie:
1.Mihaileanu, N.N. - Complemente de geometrie sintetica
2.Nicolescu L., Boskoff V. - Probleme practice de geometrie

Profesor, Grup Scolar “Mathias Hammer”, Anina
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Puncte importante in triunghi

2. Centrul cercului circumscris
Marina Constantinescu, Mircea Constantinescu

Un alt punct care joaca un rol important in geometria triunghiului
este centrul cercului circumscris unui triunghi. Admitem cunoscut
urméatorul rezultat:

Teorema. Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente.

Observatia 1. Punctul de intersectie a mediatoarelor laturilor unui
triunghi este egal departat de varfurile triunghiului si se numeste centrul
cercului circumscris triunghiului.

Observatia 2. Daca triunghiul este ascutitunghic atunci centrul cercului
circumscris se afld in interiorul sdu, dacd triunghiul este obtuzunghic
atunci centrul cercului circumscris este situat in exteriorul triunghiului, iar
in cazul triunghiului dreptunghic centrul cercului circumscris este chiar
mijlocul ipotenuzei.

Folosirea centrului cercului circumscris unui triunghi poate fi utila atat
in probleme care fac referinta directa la acesta, cat si In rezolvarea unor
probleme in care acesta nu apare explicit in enunt. Prezentdm 1in
continuare cateva aplicatii In acest sens.

Problema 1. Fie A4,B,C trei puncte distincte, necoliniare in spatiu.
Sa se determine multimea punctelor M cu proprietatea MA = MB = MC.

Solutie. Fie M astfel Incat MA=MB = MC si O proiectia lui M pe
planul (ABC ) Din  congruenta triunghiurilor  dreptunghice
MOA,MOB,MOC(I.C.) rezultd cd OA=0B=0C , deci O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Deci M se afla pe
perpendiculara in O pe (ABC). Reciproc, orice punct M al acestei
drepte satisface relatia MA=MB=MC , deci multimea cerutd este
perpendiculara pe planul (ABC ) in centrul cercului circumscris

triunghiului ABC.

Problema 2. Prin varful A al patratului ABCD se duce o dreapta
arbitrara care intersecteaza BC si CD in E si F, iar diagonala BD in
G. Sa se arate ca CG este tangenta in C cercului circumscris
triunghiului CEF.

Solutie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului CEF'.

Cum m(<ECF)=90" deducem ca O este mijlocul lui [ EF]. Problema
10



revine la a ardta cd OC L CG. Avem <OCE = <OEC = <BEA.(1)
Din congruenta triunghiurilor ABG si CBG(LU .L.) rezulta ca
«BAE = <BCG.(2)
Atunci din (1) si (2) obtinem ca m(<):OCG) = m((OCE) + m((BCG) =
= m({BEA) + m(<):BAE) =90°, deci OC 1 CG.

Problema 3. Pe planul triunghiului ascutitunghic 4BC , ducem

perpendiculara in varful A si ludm pe aceasta punctul D . Fie E
proiectia lui 4 pe BD si O centrul cercului circumscris triunghiului

ABC. Sa se arate cd proiectia lui O pe planul (DBC) este centrului
cercului circumscris triunghiului EBC.

Solufie. Fie T mijlocul lui [4B]. Atunci OT L 4B si ET =TA.Cum
OT 1 (ABD) rezulti ci triunghiul OTE este dreptunghic si congruent cu
triunghiul OTA(C.C.) Asadar OFE =04 si cum OA=0B=0C rezulta
cd O este egal departat de punctele £,B,C. Conform problemei 1 ce
obtine cd proiectia lui O pe (DBC ) este centrul cercului circumscris
triunghiului BEC.

Problema 4. In triunghiul ascutitunghic ABC, din mijlocul fiecarei
laturi se duc perpendiculare pe celelalte doud laturi. Sa se arate ca aria
hexagonului delimitat de aceste perpendiculare este egala cu jumatate din
aria triunghiului.

Solutie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului 4BC ,
4,,B,;,C; mijloacele laturilor acestuia
si M,N,P ortocentrele triunghiurilor 4BC;, 4CB,, B AC, respectiv.
Atunci O4, L BC si deci OA|NB, este paralelogram. Analog OC,M4; si
OB, PC| sunt paralograme. Atunci
SAINBIPCIM =2 SAIBICl = 2'%'SABC = % “Sapc-

Problema 5. Trei cercuri de aceeasi raza, care au un punct comun
H , se mai intersecteazd doud cate doua in punctele 4,B,C. Sa se arate
ca raza cercului circumscris triunghiului ABC este egala cu razele
celorlalte cercuri (,,Problema piesei de 5 lei” gasitd de Gh. Titeica

experimental, la un concurs al Gazetei Matematice, pe cand desena
cercuri pe o foaie de hartie cu o piesd de 5 lei ).
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Solutie. Fie O;,0,,0; centrele celor trei cercuri. Atunci HO,BO; si
HO,CO; sunt romburi, deci O,C||O;B si O,C=0,B, asadar BCO,0,
este paralelogram, deci 0,0, = BC. Analog 0,0; = AC si 0,0; = 4B,
deci AABC = AO30,0,(L.L.L.). Cum HO, = HO, = HO; obtinem ca H
este centrul cercului circumscris triunghiului 0,0,0;. Asadar raza
cercului circumscris triunghiului ABC are aceeasi lungime cu cea a
triunghiului 0,0,0;, adica cu cea a cercurilor date.

Problema 6. In triunghiul 4BC punctul O este centrul cercului
circumscris. Prin punctele 4 si C se duce un cerc tangent la 40 si CO.
Sa se demonstreze ca celelalte doud puncte de intersectie ale cercului cu
dreptele BA si BC sunt extremitdtile diametrului sau.

Solutie. S& presupunem ca triunghiul 4BC este ascutitunghic, deci
punctul O este interior triunghiului(pentru celelalte cazuri rationamentele
vor fi asemandtoare). Fie O; centrul cercului tangent in 4 si C la 4O

si CO si 4, C; celelalte puncte de intersectie ale acestui cerc cu B4
respectiv BC . Vom arata ca

m(<AO0 4 )+ m(<AO,C)+m(<CO,C;)=180", de unde va rezulta ca
punctele 4;,0,,C,; sunt coliniare, deci ca [AICI] este diametru 1n cercul

de centru 0.
Avem m(<AQC) +m(<A0C) =180" = m(<AQC) =180° —2- m(<ABC) (1)
Apoi m(<4Q 4 ) +m(<COG)=180" =2 m(<4AQ ) +180° —2-m(<GCQ ) =
=360° ~2-(180° —m(<cBAO, ) +180° = m(<BCO} )| =
=360"-2- (m((ABC) + m(<):AOlC)) = ( conform relatiei (1) )
180° -m(x40,C)
2

=360° -2 2-m(%A40,C)=180° —m(<40,C),

deci m(<A40,4))+m(<CO,C,)+m(A0,C)=180".

Problema 7. Fie triunghiul isoscel ABC in care AB=AC. Un
cerc tangent exterior in M cercului circumscris triunghiului 4BC, este
tangent de asemenea semidreptelor (CA si (CB. Sa se arate cd

MC =2-MA.
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Solugie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului 4BC si
O’ centrul cercului tangent exterior primului cerc. Fie N, P punctele de

tangenta ale semidreptelor (CA,(CB cu cercul tangent exterior cercului

circumscris triunghiului 4ABC . Cum 4O si O'P sunt perpendiculare pe
CP rezultda cd AO||O'P deci «<PO'M =<«MOA. Deoarece triunghiurile
O'MP si OMA sunt isoscele, deducem ca <<O'MP=<AMO , deci
punctele P,M,4A sunt coliniare. Pe de altd parte avem
XAMC = <xABC =< ACB , deci aAMC ~aACP , deci
AM  AC . 2 . s
——=——,deci AC” = AM - AP. Conform puterii punctului fata de cerc
AC AP
avem AN’ =AM - AP, deci
AC = AN = AB. Din asemanarea triunghiurilor CMP si AMB rezulta
M—C:Q. Dar CP=CN=2-AC=2-A4B,deci MC =2 -MA.
MA AB

Problema 8. Se considerda un triunghi ascutitunghic 4A4BC . Pe
prelungirile laturii AC, dincolo de punctul C, laturii CB, dincolo de
punctul B, laturii B4, dincolo de punctul 4, se iau respectiv punctele
B, 4,C) astfel incat triunghiul 4B/C; sda fie asemenea cu
triunghiul ABC. Sa se arate ca ortocentrul triunghiului 4; B,C; coincide cu
centrul cercului circumscris triunghiului ABC .

Solutie. Fie H ortocentrul triunghiului 4 B/C; . Atunci

BH L AC,CH L 4B, , deci m(<«BHC)=rx—-m(«B A4C). Cum
<BAC =<xB A4 C) rezulta ca <«XBHC =<«BAC, , deci punctele
B,H,A,C; sunt conciclice. De aici rezulta cd <«CAH =<B/C\H.
Analog <ABH =< C A H,«<BCH =< A B H. Astfel
m(<ACH )= m(<ACB)—m(«<BCH )= m(<A4C B, )—m(<ABH)=
=m(<A4C\ By ) — m(<ACH)=m(«B,CiH)=m(xCAH )
deci <ACH =<« CAH, asadar HA= HC. Analog HA= HB , deci H este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
In Incheiere propunem spre studiu urmatoarele aplicatii:
1.Se considera un triunghi ABC, cercul sau circumscris de centru O si

indltimea AA’ corespunzatoare lui BC. Sd se arate cd bisectoarea
unghiului BAC este si bisectoarea unghiului A'40.
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2.Se considera un triunghi ABC si cercul sau circumscris de centru O . Se
duce indltimea AD si se proiecteazd punctele B si C pe O4 in E
respectiv /' . Dreptele DE si DF intersecteaza AC si AB respectiv in
punctele G si H . Sa se arate ca punctele 4,D,G,H sunt conciclice ( se
afla pe acelasi cerc ).

3.Fie O centrul cercului circumscris triunghiului 4ABC . Sa se arate cd
dreptele 40,BO,CO sunt respectiv perpendiculare pe B'C',C'4A’', A'B’,
unde A',B’,C" sunt picioarele indltimilor din 4,B,C ale AABC.

4.Fie A',B',C" simetricele varfurilor 4,B,C ale unui triunghi ABC in
raport cu mijloacele laturilor BC,CA,AB. Sa se arate cd cercurile
circumscrise triunghiurilor A'BC,B'CA,C'AB trec prin acelasi punct care
este ortocentrul triunghiului ABC .

5.In triunghiul ascutitunghic ABC se duc 4D si AE astfel incat
«BAD = «DAE =<EAC,De(BC),E€(BC). Daci AE L BC si AD,AE
intersecteaza cercul circumscris triunghiului respectiv in M si N, si se
arate ca AD trece prin centrul cercului si BDNM este paralelogram.
6.Fie O centrul cercului circumscris triunghiului 4BC , iar
A,B,,C,4,,B,,C, respectiv simetricele lui O fatd de mijloacele
segmentelor[BC],[CA],[AB],[BICI],[CIAI],[AIBI]. Sd se arate ca:
a)dreptele A4,,BB,,CC; sunt concurente;

b)punctele 4;,B,,C;,4,,B,,C, sunt conciclice;

c)dreptele A4 4,,B,B,,C,C, sunt concurente.

7.Punctele 4,B,C si D sunt situate pe un cerc cu centrul [ .
Mediatoarele segmentelor [AD] si [BC] intersecteaza dreapta AB in P
si Q. Sa se demonstreze ca cercurile circumscrise  triunghiurilor /PQ si
ICD sunt tangente.

Bibliografie:
1.Gh. Titeica- Probleme de geometrie, Editura Tehnica , Bucuresti.
2. N. Agahanov, O. Podlipsky- Olimpiade matematice rusesti Moscova
1993-2002, Editura Gil, Zalau.
3. M. Ganga-Probleme elementare de matematica, Mathpress, 2003.
4. Colectia Gazeta Matematica.
Profesoara Grupul Scolar Industrial Tismana
Profesor Colegiul National Ecaterina Teodoroiu Tg-Jiu
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Metode de rezolvare a problemelor cu unghiuri in
spatiu (II)

Maria Iancu
M4). Daca dreapta d este perpendiculara pe un plan ce contine dreapta g,
atunci cele doua drepte sunt perpendiculare si masura unghiurilor lor este
de 90° (reamintim ca o dreaptd este perpendiculard pe un plan, daci acea
dreapta este perpendiculara pe doud drepte concurente din acel plan).
MS5). Daca o dreapta d este paraleld cu un plan ce contine dreapta g si alt
plan ce contine dreapta d ,.taie” primul plan chiar dupa drepta g, atunci
dreptele d si g sunt paralele si masura unghiurilor lor este de zero grade
(reamintim ca o dreapta este paraleld cu un plan, daca ea este paralela cu
o dreapta continuta in acel plan).

Unghiul unei drepte cu un plan

Definitie. Se numeste unghiul unei drepte d cu un plan ¢ , unghiul lui
d cu proiectia ortogonald a Iui d pe @ . Dacd dreapta d este
perpendiculard pe un plan, atunci unghiul dintre dreapta si plan este, prin
definitie, un unghi drept. Daca dreapta d este paraleld cu un plan sau
este continutd 1n acel plan, atunci masura unghiului dintre ea si plan are

0° si reciproc; misura unghiului dintre o dreaptd si un plan este un
numdr cuprins in intervalul inchis [00,900] .
Proprietati.

P1). Unghiul unei drepte cu un plan este cuprins intre 0° si 90°.

P2). Unghiul unei drepte cu un plan este cel mai mic dintre unghiurile
formate de acea dreapta cu o dreaptd oarecare a planului.

P3). Unghiul dintre o dreaptad si un plan este complementar unghiului
dintre acea dreapta si o perpendiculara pe acel plan. Aceasta poate fi luata
si ca definitie.

Metode. Determinarea unghiului unei drepte cu un plan poate fi operata
prin mai multe metode:

M1). Dacd dreapta d “inteapd” planul « intr-un punct 4 , se
considera un punct convenabil de pe d , Bsauinplanul & , C a carui

2

proiectie pe planul «, B, , se poate preciza usor in contextul problemei
(care este proiectia punctului C, de pe dreapta d ).

M2). Se identificad doud puncte distincte pe dreapta d , 4 si B ale
caror proiectii pe planul @ , 4, si B, se pot identifica cu usurinta.
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Si in rezolvarea acestui tip de probleme se impune parcurgerea
obligatorie a unor etape :
(E1). Proiectarea dreptei pe plan.
(E2). Precizarea unghiului dintre dreapta si plan.
( E3). Determinarea unghiului cu ajutorul elementelor unui triunghi.
Exemple.

B,)incubul ABCDA'B'C'D', M si N sunt mijloacele segmentelor
(AB), respectiv (C'D")si MN = 2a2 . Aflati tangenta
trigonometrica a unghiului dintre (MN ) si planul (A'AB ) .

Solutie

(E)) : Fie P mijlocul lui (A'B'). Deoarece NP||B'C'si

B'C’ J_(ABB') = NPJ_(ABB') = pr(ABB,)NM =PM .

(E)): <(NM;(A'4B))=<(NM;PM) = <PMN .

(E;) : APMN : PN = PM = APMN este dreptunghic isoscel si deci
tg(«PMN)=1=> g(<(NM;(4'4B)))=1.

B,) Se di cubul ABCDA'B'C'D', M mijlocul muchiei (CD) si
A'M =3cm.

Aflati: a) misura unghiului format de dreapta A’M cu planul (ABC ) ;
b) tangenta trigonometricd a unghiului format de A’M cu planul
(A'4D).

Solutie.Consideram muchia cubului x.

a) (E) :Proiectialui 4A'M pe planul (ABC ) este AM .

(E)) : <(A'M;(ABC)) =< (AM;AM ) = <A'MA.

(Es) : A'AM :1g (<A'MA) = % (1).

2

Cu Teorema lui Pitagora in AADM = AM* = x* +XT (2) , analog in
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AA'AM = x=2sauA'A=2,= AM =5si tg(<A'MA):T.

b) (Ey):Proiectia lui A'M pe planul(ADD') este A'D .

(E)): <<(A'M;(ADD")) = «(A'M; A'D)=<MA'D
(Es): AMDA' = tg(<MA'D) = g =N zg(<(A’M;(A’DA))) = g .
B3) Pe planul hexagonului regulat ABCDEF' de laturd a cm, in

mijlocul M al diagonalei (AC ) se ridica, pe planul hexagonului,

a
perpendiculara VM , astfel incat VM = 3 Se cer masurile unghiurilor

determinate de VAsi VB cu planul hexagonului.
Solutie.

(E): Proiectiile lui VA , respectiv VB pe planul (ABC ) sunt MA ,
respectiv MB .
(E2): <(VA;(ABC)) = < (VA; MA) = <VAM .

«(VB:(4BC)) = «(VB;MB)=<VBM.

(E3) :Daca O este centrul hexagonului = 04 = AB = BC =CO

— OABC =rtomb = OB | AC :OM:%zg.

AVMB=>tg(<VBM) :% =1=>m(<VBM) =45 =m( (VB 4BC))|=45"

a3

Aplicand Teorema cosinusului in AABC = AC = a3 = AM = -

AVMA : 1g(<VAM) =% =§ = m(<VAM )=30"
= m(<(V4;(4BC)))=30".

(Va urma)

Profesor, Scoala “Romul Ladea”, Oravita
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Un grup de matrice cu elementele 0 si 1
Romelia si Constantin Scheau

Fie M multimea matricelor patratice de ordin n, cu toate elementele din
multimea numerelor naturale.
Ne intereseaza in ce conditii o matrice inversabild X € M , are inversa

X'eM.
Vom nota cu M, multimea matricelor patratice de ordinul n care au pe

fiecare linie si pe fiecare coloana un singur element egal cu 1 iar celelalte
elemente nule.

Propozitie 1. Fie X € M . Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) X matrice inversabilisi X ' € M

b) X 'eM,
Demonstratie:
a)=b) FieX =(a,), . X €M si X'= ®), i X 'leM
Mezulta a;,b, € N,Vi, j = Ln.
atricea X este inversabilicuinversa X ' = X - X '=X"-X=1 ;
X'=1,>
Zalkbkl =1 ZaZkbkl =0 a,.b, =0
1R k=1 k=l
zalkbkz =0 zaZkka =1 a,b, =0
i k=1 C 2 k=1 ) k=1
n " ..(n)
];alkka =0 zaZka =0 a,b; =0
= =1 k=1
Zalkbkn 0 ZaZkbkn 0 a,b,, =1
=l = k=1

Adunand egalitatile din sistemul (1) obtinem:

ay ) by +a, ) by +.tay, Y b, =1 (L)
k=1 k=1 k=1
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Aratimca Vi=1,n, b, #0
k=1

Presupunem contrariul ca 3i =1,n astfel incat Zb,.k =0
i=1

Cumb, eN, Vk=1,n

= b, =0,Vk =1,n = det(X") =0, absurd pentru cd X' este matrice

inversabila. Deci Vi=1,n, Zbl.k #0 (1.2)
pam
Din (1.1) si (1.2) = existd un singur element / €{1,2,..n}, astfel inct a, #0,

n
=a,; ) b, =1 X
’Z‘ ! :>a1i=1512bik=1
a,,b, €N =

Zalk =1lsia, € N, Vk=1,n= prima linie a matricei X are un element
k=1

egal cu 1, celelalte elemente fiind egale cu 0.

Analog se procedeaza si pentru celelalte linii ale matricei X folosindu-se
sistemele (2), (3) ...(n) de unde rezulta ca pe fiecare linie din X se afla un
singur element egal cu 1, celelalte fiind egale cu 0.

Aratdim in continuare cd pe fiecare coloana din X se afld un singur
element egal cu 1 si celelalte elemente sunt nule.

Presupunem contrariul, ca

Fk €{1,2,..n} astfel 1ncat2ak ¢1:>Zak =0 sau Zak >2

J=1 J=1

Daca Zakj =0, cu a, € N, Vk,j=1,n —> matricea X are pe
j=1

coloana k toate elementele egale cu 0 = det(X)=0 in contradictie cu X

matrice inversabila.

n —_—
Daci Zak]. >2,cuma, € N,Vk, j=1,n siam demostrat ci fiecare
=1
linie a matricei X are cate un element egal cu 1, celelalte fiind egale 0,
rezulta ca exista cel putin doua linii egale, rezultd ca det(X)=0,
contradictie cu X matrice inversabild.
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b= a)Fie X 'eM | » evident X matrice inversabila si

M, cM=X"eM.

Observatie. Pentru n =3 implicatia a) =>b) se gaseste printre subiectele
de bacalaureat iunie-iulie 2007, proba D, MIl-1, filiera teoretica,
specializarea matematica —informaticd, varianta 3, subiectul III, punctul

g).

Propozitie 2. Multimea M, impreuna cu inmultirea matricelor formeaza
o structurd de subgrup al grupului (GL(n, R),), unde

GL(n,R) ={4 € M ,(R)/det(4) # 0}.

Demonstratie: Ardtdm :

a)VA,BeM, = A-BeM,

byVAeM, = A" e M,

a) Fie A=(aij)i ,AeM, si B=(b)), ,BeM,,

i,j= Ln
C=A-B,undecz(c,.j)ij=ﬂ = ¢ _Za,kb Vi,

= ¢; €{0,1}, deoarece pe linia i a matricei 4 si pe coloana j a matricei

B se aflad un singur element egal cu 1, celelalte fiind nule.

Vl—l n DZCU —Zalkbk1+za,kbk2+ +Zazk o =

= Zaik(bkl b, +.tby,) = Zaik =
k=1 k=1

= C are pe fiecare coloand un singur element egal cul , celelalte fiind
nule.Analog C are pe fiecare linie un singur element egal cul , celelalte
fiindnule. => CeM, = A-BeM,.

b) Fie A€ M,.Prineventualm (m € N "), interschimbdri de linii, 4 se

poate transforma in / , deci det(A) =(—1)" #0 si A este inversabila.

Din A+ A =1, analog ca la demonstratia @) = b) din prop.1
= A" € M, . Din a) 5i b) = (M, ") este subgrup al grupului
(GL(H: R)’)
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Propozitie 3. Grupul (M,,-) este izomorf cu grupul permutarilor de
gradul n, (S, ,0).
Demonstratie: Fie [:S, > M,, f(o)=4,,4, =(a;)

. |1, dacai=o(}) L —
a; = . Vi, j=Ln
0, dacai#o(j)

~—,unde
i,j=l,n

y

Vom ardta cd [ este izomorfism de grupuri.
Fie
f(@)=f(t)=> 4, =4 =a =a],Vi,j=Ln
—i=0(j)=1(j), Vj=l,n= o =7= f injectiva.
Fie Be M, si o €S, cu o(i)=numarul liniei matricei B in care se afl
elementul 1 de pe coloana i, i = 1,_n Rezultd cd f(o)= B, deci [ este
surjectivd. Aratdim in continuare ci f este morfism de grupuri,
L, f(or)=A, A & A, =A4,-A.

o |1 dacai=or(j)
% {0, dacai = or(j)

adiciVo, 7€ S

Vi, j=1n

n
. — — — (e T __
Fie B—Ag-AT,B—(Z)I,/})U:m =>b, = E Ay - a,; =
o k=1

| ldacai=o(k) sik=z(j)
|0 dacai= o(k) sau k # 7(j)

{ldacai=O'T(j) or Vij=G:>A =4 -4

T

=b, = ' . =>b,=a,
7 |0dacai=or(j) v

= f este izomorfism de grupuri.

Profesor, Profesor,
Liceul Teoretic “Al. I. Cuza”, Colegiul National “Mihai
Ploiesti Viteazul”, Ploiesti
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Doua teoreme de concurenti la patrulatere.
Nicolae Staniloiu

Vom face la inceput pentru usurinta expunerii citeva conventii.
Deasemenea vom reaminti cateva teoreme utile n redactarea materialului
de fatd. Fie K un punct apartinand segmentului [AB]. Vom nota:

k _AK . RV , . .
a,, = —— lar atunci cand intre A si B nu mai avem fixate si alte puncte
KB

vom nota pur si simplu: o, = AR .

KB
Observatie: Este evident ¢ o, - s, = 1. Cu aceste notatii putem sa
reamintim:
Teorema lui Ceva: Fie ABC un triunghi
sid, €[BC], B, €e[AC], C, € [AB]. Dreptele AA,, BB,, CC, sunt trei
drepte concurente daca si numai daca: « ;- Qp--ap, =1. (1)

Observatie: Se observa ca relatia (1) este echivalenta cu relatia:
Q5 Ope =0, ceeace poate constitui o “regula” de Tnmultire a acestui

tip de rapoarte.
In teorema lui Ceva am considerat doar cazul cand toate punctele sunt in
interiorul laturilor insd rezultatele care urmeaza nu vor fi influentate de
aceastd conditie. Vom mai reaminti si teorema lui Van Aubel:
Teorema Van Aubel : Fie ABC un triunghi si AA,, BB, CC, trei drepte
concurente in punctul K, conform cu figura 1.

A

B,

Ay

Fig. 1.
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In aceste conditii: Qyy =Cug+ 0.

Vom trece acum la enuntarea primei teoreme de concurenta:

Teorema 1: Fie ABCD un patrulater. Daca M, N, P, Q, R, S sunt puncte
respectiv pe segmentele: [AB], [BC], [CD], [DA], [AC], [BD] astfel incat
cevienele corespunzatoare din triunghiurile ABC, BCD si CDA sunt
concurente atunci si cevienele din triunghiul DAB sunt concurente (fig 2).

Fig. 2

Demonstratie: Cu notatiile anterioare vom scrie ca:
QypOlpe Ay =1
OlpeOp - Opy =1 sivatrebui sd demonstram ca: a,, - & 5 - Opp =1
Qep " OpyOye =1
Din relatiile anterioare rezultd exprimarile:
Op, =CQpeCcyy Oy =g Oyc, gy =0p -0, care conduc
imediat la rezultat.
Teorema 2: Fie ABCD un patrulater. Daca M, N, P, Q, R, S sunt puncte

respectiv pe segmentele: [AB], [BC], [CD], [DA], [AC], [BD] astfel incat
cevienele corespunzatoare din triunghiurile ABC, BCD si CDA si DAB

sunt concurente respectiv in punctele: K,, K ,, K, K. atunci dreptele
AK ,, BK,, CK ., DK, sunt concurente. (fig. 3)
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Fig. 3

Demonstratie: Am considerat o figura simplificata intentia fiind aceia de
a arata ca segmentul [AK,] este tdiat de segmentele de la varfurile vecine
(DKp si BKg) in acelasi raport fapt care ne conduce la concluzia ca
oricare trei din cele 4 segmente sunt concurente si de aici concluzia ca
toate cele 4 drepte sunt concurente.

Cu notatiile anterioare si cele din figura 3 vom avea conform cu teorema
lui Van Aubel:

Oy =0+ 0,0 S Qpy = Ope + 0, . Referindu-ne strict la triunghiul
AND vom putea scrie:

— — — aAN _ 1+ aDN
aAKA =0y + Qup = Cyy + Ay " Onp = A yy + =0y

Upn Xpy
sau:
o :(aAB+aAC)(1+aDC+aDB):
A Ape+py sau
Ay O+, O l+a, - +a .
:( 40 "“DpB AD DC)( DC DB):aAD(1+aDC+aDB)
Ape T Apy

Qug, = Oup T 0yp " Ope 0y Olpg =y + 0+ (2).

Relatia precedenta ne spune ca segmentul DK, taie segmentul AK, ntr-
un raport egal cu suma rapoartelor care pleaca din varful A proprietate
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care o va avea evident si segmentul BKp si deci segmentele AK,, BK5 si
DKJp sunt concurente si conform cu observatiile de la inceput rezulta
concluzia.

Observatie: Relatia: o, =&, + 0, + @, arputea fi privita ca o
relatie de tip Van Aubel pentru patrulatere.

Teorema precedenta este valabild si in spatiu adica se poate spune ca:
Propozitie: Daca M, N, P, Q, R, S sunt 6 puncte respectiv pe laturile:
[AB], [BC], [CD], [DA], [AC], [BD] ale unui tetraedru ABCD astfel incat
cevienele corespunzatoare din fetele ABC, BCD si CDA si DAB sunt

concurente respectiv in punctele: K, K ,, K, K. atunci dreptele
AK ,, BK,, CK ., DK, sunt concurente.

Demonstratia in spatiu este foarte simpla pentru ca in spatiu oricare doua
din cele 4 drepte sunt concurente si oricare 3 sunt necoplanare de unde
rezultd ca toate 4 vor fi concurente. Rdmane insa de interes relatia Van
Aubel pentru tetraedru care are o exprimare asemanatoare cu relatia (2).
Profesor, Liceul Tata Oancea, Bocsa

Numere prime
Adriana si Lucian Dragomir

Definitie: In mod uzual, un numir natural p >1 se numeste prim daci
are doar doi divizori naturali: 1 §i p.

Altfel spus, daci existd a,b € N astfel incat p=a-b, atunci a =1 sau
b =1( celalalt factor fiind p ).

S& mai amintim ¢d un numdr natural # >1 se numeste compus daci
existd a,be N, a>1,b>1, astfel incat n = a-b (adicd n nu este prim).
e Sc stie cd exista o infinitate de numere prime.Pentru eleganta
demonstratiei, merita s o redam aici pe cea obtinuta de Euclid, chiar daca
multi dintre cititori o cunosc: Se considera numerele prime

P <p,<..<p,<.. (Evident, p =2,p,=3,p,=5,... ) si ne
propunem sa aratam ca sirul este infinit, adicd indiferent cat de mare este
p, ., putem gasi un numdr prim mai mare.Considerand numarul
N=p -p,-...p,+1, avem ci el este mai mare decat p, ;dacd N este

chiar prim, problema s-a incheiat, iar daca N nu este prim, el se divide
printr-un numar prim, pe care il notdm cu, de exemplu, ¢g.Pe de alta parte,
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prin impartirea lui N la oricare dintre numerele prime p,, p,,...<p,,

obtinem de fiecare datd restul 1, agadar ¢ este un alt numar prim, mai
mare decat p, .Demonstratia s-a incheiat acum.( S& remarcam ca nu stim

dacd numarul N este sau nu prim).

e Cum testaim daca un numar este prim? Un prim procedeu este cel
cunoscut sub numele de “ciurul “ lui Eratostene: Impértim numarul » la
2.Dacid se imparte exact, numarul nu e prim si testul s-a incheiat.Daca nu,
incercam cu 3 , apoi cu 5 ( peste 4 sarim: dacd »n nu se divide cu 2, atunci

nu se divide nici cu 4),...Continudm procedeul si daca ajungem la \/;
fara ca n sd aiba divizori (in afara de 1 si el insusi), atunci n este numér
prim. Evident, procedeul este insa inaplicabil pentru numere mari, chiar si
cu ajutorul calculatoarelor. Exista astidzi metode sofisticate de testare, dar
o intrebare naturald ar fi aici: la ce foloseste atata efort, pentru ce atatea
cautdri ?

Pentru multi dintre elevi(si poate nu numai) care pun adeseori astfel de
intrebdri legate de utilitatea matematicii, avem cel putin un raspuns
uimitor: descompunerea in factori primi ai unui numar constituie cheia
unor coduri criptografice, adica a unor coduri secrete de transmitere a
datelor, problema cu care s-au confruntat din cele mai vechi timpuri si
pana azi armatele, conducatorii lor, serviciile de spionaj, marile
companii,etc.
eSa revenim la matematicd prin sublinierea unor rezultate des utilizate in
domeniu:

1) Dacd p este un numdr prim si a,b € Z astfel incat p/ab, atunci
p/a sau p/b . (Euclid)

2) Daca a,b,ceZ si albc,iar (a,b)=1, atunci a/c.

3) Orice numar prim p >3 este de forma 6k 1,k e N.

4) Orice numdir natural poate fi reprezentat in mod unic sub forma
n= plk‘ ~pzk2 '...'pmk’” , unde p,, p,,...,p, sunt numere prime, iar
k,k,,...k, numere naturale nenule.(Teorema fundamentald a
aritmeticii)

Numarul divizorilor numarului natural »n este astfel dat de
d(n)=(k, +1)(k, +1)-...-(k,, +1).

5) Dacd p este numir prim, atunci Va € N nedivizibil cu p avem
a’” =1(modp), adici a”” di restul 1 prin impdrtire la p. (Fermat)
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6) Exponentul unui numar prim p in descompunerea in factori primi ai

lui n! este [ﬁ} + {%} +..+ [ik} +... (Legendre)
p p p

7) Pentru orice n € N, intre numerele n si 2n se afld cel putin un
numadr prim. (Bertrand)
8 Un numar natural p este prim dacda §i numai daca

(p—-D)+1=0(mod p) (Wilson)

e Probleme rezolvate:

1) Sa se arate ca daca suma a doua numere naturale nenule este un numar
prim, atunci cele doud numere sunt prime intre ele.

(OJ Buzau, 1994)
Solutie: Fie p,qeN" si n= p+¢g numir prim; dacd p si ¢ nu sunt
prime intre ele, inseamna ca existd d = (p,q) #1, adicd p=dr,q=ds,
cu r,s € N .Deducem cd p+qg=d(r+s)=n=d/n, contradictie cu
faptul cé n este prim. O

2) Existd numere prime de trei cifre astfel incat produsul cifrelor fiecarui
numar sa fie 180 ?

(OL Briila, 1994)
Solutie: Raspunsul este negative, deoarece cifrele unui astfel de numere
nu pot fi decét 5, 4 si 9, asadar numarul este divizibil cu 9, deci nu poate
fi prim. O

3) Si se determine numerele naturale n pentru care 2" —1 si 2" +1 sunt
simultan prime.
(Concurs Traian Lalescu, 1993)

Solutie: Numerele 2" —1, 2" si 2" +1 sunt consecutive, deci unul dintre

ele este multiplu de 3.Acesta nu poate fi evident 2", dacd 2" +1este
multiplu de 3, fiind prim, nu poate fi decat 3, deci n =1, dar atunci
primul  numir  este 1.Singura  posibilitate ~ este  asadar

2" —1=3 = n =2 (cele doud numere sunt intr-adevir prime: 3 $i 5). O

4) Sia se determine numerele naturale p astfel incat numerele
p,p° +4, p’ +6 si fie numere prime.
(OJ Galati, 1994)
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Solutie: Evident, p este numar impar.Daca ultima sa cifra este 1 sau 9,
atunci p2 + 4 este multiplu de 5, iar dacd ultima cifrd a lui p este 3 sau 7,

atunci p° +6 este multiplu de 5. Avem astfel unica posibilitate: p are
ultima cifrd 5 si, fiind prim, p =5 ( in acest caz verificam ca si celelalte
numere sunt prime!). 0

5) Si se arate cd pentru orice n € N, numerele 10n+3 si 157+4 sunt
prime intre ele.

(OJ Neamt, 1992)
Solutie: Dacd a =10n+3si b=15n+4 au cel mai mare divizor comun
(a,b)=d ,atunci d /(3a—2b), adici d /1.0

6) Succesorul sumei a trei numere prime este un numar prim.Gasiti cinci
triplete de numere care indeplinesc aceasta conditie.

(OJ Maramures, 1996)
Solutie: Daca toate cele trei numere ar fi impare, succesorul sumei lor ar
fi un numar par, imposibil,Deducem ca unul dintre cele trei numere este

2. Tripletele sunt: (2,3,5),(2,3,13),(2,3,17),(2,5,11),(2,7,13). Puteti

gasi si altele ? O

7) S& se determine toate numerele prime p astfel Incat numerele
p>+1,2p" —1,3p” +1si 5p° —1 si fie simultan prime.

(OJ Alba, 2000)
Solutie: Dacd p =2, numerele din enunt sunt 5,7,13,19, deci sunt toate

prime. Dacd p >2, cum p este prim, el trebuie sd fie impar si astfel

p2 + 1 este par, deci nu poate fi prim. o

8) Sa se arate ca suma dintre 1 §i produsul primelor » numere prime nu
poate fi patrat perfect, oricare ar fi n € N*.

(OL Constanta, 2004)
Solutie: Fie p,=2,p,=3,p,=5,...,p, primele n numere prime si
considerim ci existd k € N”astfel incat p, - p, -...- p, +1=k* Deducem
P, Py eer P, =(k=1)(k+1) .Produsul din stdnga este evident numar

par, deci unul din factorii din dreapta trebuie sa fie si el multiplu de 2, dar
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atunci si celdlalt are aceeasi proprietate, adicd produsul din dreapta este
divizibil prin 4, pe cand membrul stang al egalititii nu are aceastd
proprietate. O

9) S se determine numerele prime p pentru care numerele 24 p +1 sunt

patrate perfecte.
* % %

Solutie: 24p+1= (2k + 1)2 = 6p=k(k+1)si de aici avem imediat
pE {2,5,7} .0

10) Si se calculeze restul impartirii numarului a =149'** 1a 7.

% sk sk
Solutie: 149 =2(mod 7) si,cum 7 nu divide 2, cu mica teoremd a lui
Fermat (5), avem ci 2° =1(mod7) (asta se observd de fapt imediat) si

astfel , deoarece 128 =6-21+2 , restul impirtirii lui @ =149'* la 7
coincide cu restul impdrtirii lui 2° =4 1a 7, adici 4. o

11) Sa se determine n pentru care numerele

n,n+4,n+6,n+10,n+12,n+16,n+ 22 sunt toate prime.
k ok sk

Solutie: Pentru usurinta scrierii notdm numerele din enunt cu
X[, Xy,..., X; Avem ceva de lucru si prin verificari care dureazi totusi nu
foarte mult, avem ca pentru #<17 , numirul n=7 este
convenabil . Pentru n > 8 , considerdim n=7k+a,k>1,a e {1,2,..., 7} si
se aratd imediat cd pentru fiecare valoare a lui @, unul dintre numerele
x, este multiplu de 7. Asadarn="7.0

v

12) Sia se arate cd oricare ar fi neN,n>2 | multimea
{n +1Ln+2,..,n+ 12} contine cel mult 4 numere prime.
% % %

Solutie: Pentru n =2 , avem numerele prime 3,5,7,11.Pentru, n>3 6
numere din multime sunt pare, deci nu sunt prime.Printre numere se
giseste si un numdr impar de forma 12k +3si unul de formal2k+9,
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care nu sunt prime(sunt multipli de 3).Asadar, cel mult 4 numere sunt
prime. O

13) S& se arate cd oricum am alege 51 de numere diferite din
multimea {1, 2,3,..., 100} , existd doua dintre acestea care sunt prime ntre

ele.
sk osk ok

Solutie: Grupam numerele in submultimile {1,2},{3,4},...,{99,100} si

avem 50 de submultimi.Cu principiul lui Dirichlet avem cé alegind 51 de
numere, cel putin doud trebuie sa fie din aceeasi submultime, deci sunt
prime intre ele(fiind consecutive). 0

14) Si se determine numerele prime p pentru care 2 p” + 1 este prim.
% ok ok

Solutie:  Evident, p=2 nu satisface enuntul, dar p=3 e

convenabil Pentru p >3, p =3k +1,k €N, obtinem imediat ci 2p° +1
se divide prin 3. O

15) Pentru un numdr natural # notdm cu u(n) cel mai mare numér prim

mai mic sau egal cu n, iar cu v(n) cel mai mic numir prim mai mare

decét n. Sa se arate ca:

1 1 1 1 1 1
+ + ot =—-

u(2)v(2) u@Byv3) u@d)v(4) u(2010)»(2010) 2 2011
(Nicolae Sténiloiu, OJ 2006 )

Solutie:  Daca p si ¢ sunt prime consecutive, notdm

Ap={n€N/pSn<q} si observim cd A, are g—p elemente, iar

pentru fiecare element al siu, avem u(n)= p,v(n)=gq .Altfel spus,

1
termenul — apare in suma de g — p ori. Deoarece 2003 si 2011 sunt
pq

numere prime consecutive, ajungem la suma

3-2 5-3 2011-2003 1 1 1 1 1 1 1 1
+—+..+ =

= ..t =—
23 3.5 2003-2011 2 3 3 5 2003 2011 2 2011

O
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e Probleme propuse:

1) Sa se gaseasca numerele prime care se pot reprezenta atat ca suma cat

si ca diferentd de doua numere prime.

2) Fie n e Npentru care 2" —1 este numir prim.S3 se arate ci n este

numar prim.

3) Dacd numadrul de doud cifre 10a+b este prim, aritati ca si 2a—b

este prim.

4) Si se determine toate numerele prime p pentru care 2” + p”este tot un

numar prim.

5) Si se calculeze restul impartirii numarului b =333 la 11.

6) Care este cel mai mare numar de numere prime printre 10 numere

naturale consecutive ?

a-b b—c c-a
+ +

7) Dacd a,b,c sunt numere prime si numirul £ = 5
c a

este intreg, ardtati cd £ =0.

8) Daca p si ¢ sunt numere prime, iar a este natural astfel Incat
a’ = p’ +q" +1, aritati ci a este prim.

9) S4 se arate cd din oricare 15 numere naturale prime intre ele, mai mici
decat 2003, exista cel putin un numar prim.

10) Fie a>b>c>d numere naturale nenule astfel Incét
ac+bd=(b+d+a—c)b+d—a+c).S4 se arate ci numarul ab+cd
nu este numar prim.
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TABARA NATIONALA DE MATEMATICA
VOINEASA 2008

In vacanta de vara am participat in perioada 20-27 august
impreuna cu mama mea, prof. Loreta Ciulu, la prima din cele trei serii de
elevi ai Taberei Nationale de Matematica .Tabara s-a desfagurat 1intr-o
Zona cu un peisaj montan pitoresc, intr-un climat de liniste si deconectare
in Statiunea Voineasa —Valcea.

Au fost prezenti un numar de 14 cadre didactice si 180 de elevi de
gimnaziu din judetele: Arges, Caras-Severin, Dolj, Gorj, Prahova, Valcea
si Municipiul Bucuresti. Organizatorul Taberei a fost 1.S.J. Valcea, iar
Directorul Taberei a fost d-ul prof. Constantin Saraolu de la Scoala cu
clasele I-VIII Nr. 2 Ramnicu Valcea. In fiecare zi intre orele 9-13 am
participat la cursuri de pregatire la Scoala din Voineasa, temele abordate
avand un nivel mediu de dificultate , au cuprins o parte teoretica si una de
aplicatii. Dupd amiaza s-au organizat drumetii, concursuri de sah, iar
seara elevii s-au distrat la Discoteca din localitate. S-a organizat pentru
doritori o reusita excursie la Sibiu unde am vizitat Muzeul Brukenthal ,
Muzeul in aer liber din Dumbrava Sibiului- Muzeul Civilizatiei Populare
Traditionale $i Gradina Zoologica.

In penultima zi de tabard s-a organizat un concurs interjudetean
de matematici cu durata de 90 minute, cuprinzand 3 subiecte . in ultima
zi, in sala de spectacole a Hotelului Lotru a avut loc Festivitatea de
premiere. Toti elevii prezenti in tabara au primit diploma de participare,
iar unui numar de 50 de elevi le-au fost acordate premii si mentiuni
constand tot in diplome. Sunt fericitd ca am reusit sa obtin la clasa mea
Premiul I alaturi de alti doi elevi din Gorj si Prahova.

Elevii si profesorii prezenti au apreciat eforturile organizatorilor
ca totul sd decurgd bine §i m-am Iintors acasd cu multumirea unei
experiente noi plicute.

Miruna Dalila Ciulu - eleva -Resita

32



Probleme rezolvate din RMCS 25
ClasaalV-a

IV.115 Diferenta a doud numere naturale este cel mai mic numar de trei
cifre pare distincte. Daca din suma lor scidem cel mai mare numar impar
de trei cifre identice obtinem succesorul numdrului 750. Aflati
descazutul.

Inst.Mariana Mitricd, Resita
Réspuns: 977. o

IV.116 Participand la ,,Crosul Europei”, Andrei a primit la linia de sosire
cartonasul 10, iar Bogdan s-a aflat pe locul 15, numarand de la sfarsit.
Stiind ca intre Andrei si Bogdan mai erau doi copii, iar Bogdan a obtinut
un timp mai bun decat Andrei, aflati cati sportivi au participat la cros.

Inst.Mariana Mitrica,Resita

Raéspuns: 21 de sportivi. O
IV.117 Bunica lui Anton vinde la piatd mere si prune. Pentru 6 kg de
mere si un kg de prune, bunica cere 20 de lei, iar pentru 6 kg de prune si
un kg de mere, cere 15 lei. Marcu are 10 lei si nu 1i plac merele. Cate kg
de prune poate cumpara Marcu de la bunica lui Anton?

Prof. Simina Moica, Arad
Raéspuns : 5 kg de prune. o
IV.118 Bunicul lui Anton are 50 de pomi fructiferi (meri gi pruni), iar
bunicul lui Marcu are in livada sa ciresi si visini. Numarul merilor este
dublul numarului visinilor, iar numarul prunilor este dublul numarului
ciresilor. Daca bunicul Iui Marcu ar mai avea 5 ciresi, atunci numarul
acestora ar fi egal cu cel al merilor. Puteti gasi cati pomi, din fiecare soi,
are fiecare dintre cei doi bunici?

Prof. Simina Moica, Arad
Réspuns : 30 pruni,20 meri, 15 ciresi, 10 vigini. O
IV.119 a) Care este numéarul minim de numere diferite de o cifrd care prin
adunare dau un numar mai mare decat 40?

b) in cate feluri poate fi scris numarul 40 ca diferentd a doua

numere de cate doua cifre?
k %k 3k
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Réspuns : a) 9+8+7+6+5+4+3 > 40; asadar numérul minim cerut

este 7;b) 99-59=98-58=...=50-10=40, deci este vorba despre
50 de modalitati. o

IV.120 Daca « si b sunt numere naturale diferite, se considera ca
perechile (a,b) si (b,a)sunt diferite. Si se determine numarul perechilor

(x,y) de numere naturale pentru care 1+3+x+7+ y=25.

k ok ok
Raspuns : 15 perechi. o
Clasa a V-a
V.115 Se considerd numerele
1 1 1 1 1 1 .
B:(W—1§j+(l+§+3—2+3—3+...+wj S1
C= %—ll + 1+1+L+L+...; . S4 se determine n e N*

pentru care numirul 4=125"-B:C se divide cu 102008,
Prof. Delia Marinca, Timigoara

. 3 B 2_32010

SOlullle. W_E —W
L 1 32432 41 3]
+§+3_2+3_3+"'+32009 - 32009 T p.32009

1 1 1 1 1 1
W_IE + 1+§+3—2+3—3+...+32w =

2_32010 +32010 _1 1 5
= = Se procedeaza analog pentru a doua

2 . 32009 2 . 32009
4 1 5 . 62011
paranteza patrata si obtinem: ——--- . Calculand 000
5-6 2-3 4

obtinem 5-2°*® .9 apoi avem ca A=5""-5-2*""* .9 de unde
deducem ca 3n+1 = 2008, prin urmare n=>669. O

V.116 Si se determine pentru ce valori ale lui n € N numiarul n" > se
scrie ca un numar cu n—2 cifre?
Prof. Loreta Ciulu, Resita
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Solutie: 7 >10=n"">>10""* =1000...0 (n-2 zerouri).

Deci n"* are cel putin (n-1) cifre.
Pentru n <10 se verifica daca toate cifrele de la 3 1a 9 sunt solutii. O
V.117 Sa se determine cifrele x,a,b,c cu a,b,c consecutive, stiind ca

xa - ax = cha (numerele fiind scrise in baza zece).

Prof. Loreta Ciulu, Resita
Solutie: Observand ultimele cifre ale produsului, avem a - x = a, de unde

rezultd x=1. Deci la - al = cba . Dand lui a valorile 1,2,...,9, singura care
verificd relatia este a=5, pentru care avem 15-51 =765 . Prin urmare
cifrele cerute sunt: a=5; b=6; ¢=7; x=1. O
V.118 Aritati cd numarul:
a=2000"" +2001'% +2002'% 1 2003'% +2004'*% este divizibil cu 10.

Prof. Sanefta Vladu, Moldova Noua
Solutie : ultimele cifre ale termenilor sumei sunt 0, 1, 2, 3, respectiv 4,
asadar numarul ¢ are ultima cifra 0. o
V.119 Alina si Roxana isi aleg cite un numar.Dacd nmultim cu 12
numarul Alinei, obtinem numdrul Roxanei inmultit cu 10. Dublul
numadrului ales de Alina este cu 8 mai mic decét triplul numarului ales de
Roxana.Puteti gési care dintre cele doud prietene si-a ales un numar mai
mare ?

Prof. Simina Moica, Arad

Réspuns : Roxana a ales numarul 6 ( iar Alina numarul 5). o
V.120 Pentru orice numere naturale nenule n si m se noteazd
x(n,m) = n*—n+m.

a) Sa se arate cd pentru orice me N”, existd ne N” astfel incat x(n,m)
sa fie patrat perfect;
b) Si se arate ci existi mneN" m#7,n#7 astfel incat x(n,7) si
x(7,m) sa fie patrate perfecte;
c) S& se gaseascda cel mai mic numar natural k£ pentru care
x(7,1)+x(7,2) +...+ x(7,k) > 2008.

Prof. Ovidiu Badescu, Resita
Réspuns : a) n=m;b) de exemplu, x(2,7)si x(7,22) sunt pitrate
perfecte ; ¢) k =34.0
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Clasa a VI-a

VI.115 Se considera a si b numere naturale nenule astfel incat 11 divide
numarul a +5b .53 se arate ca 11 divide numerele 5a +14b si 3a+4b.
Prof.Nistor Budescu, Dalboset

Solutie : 11/(a+5b) =1 1/(6a +30b) ; cum

6a+30b=(a+5b)+11b+(5a+14b), deducem 11/(5a+14b) .
Deoarece 11/(a+5b),avem cd 11/(2a+10b) ; deoarece
11/(5a+14b), ajungem la 11/(5a+14b)—(2a+10b). o
VI.117 Determinati cele mai mici numere naturale nenule x,y,z, si
n, stiind ca: 8x=10y=15z=24t=(x+y+z+t)-n
Prof. Loreta Ciulu, Resita
Solutie: 8x =10y =15z = 24¢ =120k ;unde (8,10,15,24)=120.
Avem, x =15k, y =8k,z=12k,t =5k, k e N
Din conditia de minimalitate avem k = 1si imediat obtinem n = 3.
VI.118 Un elev a decupat un triunghi oarecare AOB, despre care stia ca

m(ZAOB) =47° Folosind numai acest sablon, un creion si rigla negradata

(fara raportor), el a reusit sd construiascd un unghi cu masura de 8°.
Construiti §i voi acest unghi In aceleasi conditii, explicind cum ati
procedat.

Prof. Delia Marinca, Timigoara
Solutie:  Construim cu sablonul ZAOB cu masura de 47°, apoi
mai construim in jurul lui O inca trei unghiuri adiacente doua céte

doua: ZBOC, ZCOD, ZDOE, avand si ele méasura de 47°.
Dar, m(ZAOB)+m(/BOC)+m(/COD)+m(/DOE)=47°-4=188
Ducem semidreapta [OA opusd semidreptei [OA si obtinem:
m(ZA'OE)=188° —180° =8°.
VI.119 La o aniversare, gazda a invitat la masa rotundé din sufragerie pe
cei 7 copii invitati (fiecare are cel putin 7 ani, te poti intelege cu ei) si care
au suma varstelor egald cu 60 de ani.

a) Sd se arate ca printre copiii invitati exista cel putin unul care are cel
putin 9 ani;

b) Sa se arate ca existd 2 vecini la masa care au suma varstelor cel
putin egald cu 17 ;
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c) Este posibil ca exact 3 dintre copii sd aiba fiecare cate 10 ani?

d) Este posibil ca exact 4 dintre copii sa aiba fiecare cate 10 ani?
Augustin si loan Septimiu Dinulicd, elevi, Caransebes
Solutie : a) daca fiecare ar avea cel mult 8 ani, suma varstelor lor ar fi cel

mult 56 de ani, contradictie cu ipoteza ; b) daca v,,v,,...,V, sunt varstele
copiilor, presupunand ca v, +v, <16,v, +v, <16,...,v, +v, <16,
ajungem la 2(v1 +v, +...+v7)S 7-16, adica 120<112 ;c) e posibil,
dacd alti 3 copii au céte 7 ani si unul are 9 ani ; d) nu e posibil, pentru ca
ceilalti 3 copii ar avea impreund cel putin 3-7=21>60-40=20.0

VI1.120 Pe o dreapta d se considerd, in aceastd ordine, punctele 4,B8,C,D
astfel incat B este mijlocul lui (AC), C este mijlocul lui (BD), iar

BC =4cm.Dacéd E este mijlocul lui (BC), iar F' si G sunt separate de
dreapta d astfel incat FE 1 d,GD L d,FE=4cm,GD=6cm , sa se
compare lungimile segmentelor (AF)si (EG).

Prof. Delia si Adrian Dragomir, Caransebes
Solutie : Se considerd H € (DG) astfel incdt DH =4 cm, de unde

AAEF = AEDH = AF = EH < EG.

Clasa a VII-a

VII.115 Sa se determine numerele naturale nenule a,b,c pentru care
2a 3b 4c

a+2 b+3 d+c

Prof.Nistor Budescu, Dalboset

Solutie : 2a >2=2a>2a+4,absurd,deci
a+2
2a " 4c .
<2,Va e N" .Deducem asadar <2 ;pentru ¢ >4 ,avem si
a+?2 4+c

c . . . . A s
2 >2 ,deci ¢ <3 .Analizdm acum imediat ce se intAmpld pentru
+c

ce {1, 2,3} siajungemla c=3,b=4,a=12.0
VII.116 Sa se determine numerele naturale x,y,z pentru care
2% +2Y +27 =2336.
Olimpiada Vietnam
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Solutie : Presupunem x>yp>z si folosim 2336=2°-73 .Daci
y=z,aungem la y=z=4 si egalitatea din enunt nu este posibild ;
pentru y >z ,deoarece membrul drept e multiplu de 32, deducem
z=35. Putem simplifica cu 32 si ajungem la
2"7° 4277 =72=2°.9.Cum x # y, putem simplifica prin 8 si ajungem
la y=8x=11. Avem asadar ca si solutii permutirile multimii
{5, 8,1 1} .O

VIL117 Se di AABC isoscel (AB=AC) cu m(£BAC)=a

(900 <a< 1800) in care [AD] este 1néltime, iar (AE si (AF

bisectoarele /BAD , respectiv ZCAD, E € (BD),F € (DC).

Fie M € (AD si (MD)=(4D).

a) Aratati ca : MF || AE

b) Determinati o astfel incat MF 1L AC

¢) Pentru @ determinat la punctul b) precizati natura AAMC .

Prof. Loreta Ciulu, Resita

Solutie: . a) [AD] indltime = [AD— bisectoare =
4BAD = ZCAD, ZEAD = ZDAF

AADF = AMDF = /DAF = /DMF
Deci: ZEAD = /DMF = MF || AE .

in AAPM dreptunghic, /MAF = /FAP = ZAMP , iar suma lor este
90°. (MF ~ AC = {P}).

Deci: m(£MAF)=30° si m(£BAC)=120".
¢) AADC = AMDC => m(£AMC)=m(£MAC) = 60" = AAMC

este echilateral.
VII.118 a) Sa se arate cd nu exista numere intregi a i b pentru care

2a+1 2b+3
b+1  a+1 "~
b) Sé se determine numerele intregi a si b pentru care
2a+1 a+1
b+1 b
Prof. Simina Moica, Arad
38



Solutie: a) 2atl = 2b+3 = 2a+2b+4 =2 conduce imediat la
b+1 a+l a+b+2

a—bzéeZ b)a=1,b=2.0

VII.119 Sa se determine numerele naturale a,b,c pentru care

ab +bc +ca =2+ abc.
* sk %k

Solutie : a(b+c—bc)=2—bc . Deosebim cazurile :
1)2-bc=0=b=1,c=2,a=0sau b=2,c=1,a=0 ;2)
2-bc

2-bc20=>a=————e N, deunde
b+c—bc

2—bczb+c—bc=>b+c<2 siastfel b=0,c=1,a=2 sau
c=0,b=l,a=2 saua=1,b=1c=1sau b=0,c=2,a=1 sau
c=0,b=2,a=1. 0
VIL.120 In triunghiul ABC se considerd bisectoarea (AE a unghiului
£BAC , Ee(BC) si punctele De(AB),FeAENCD astfel incat
2-DB=AB, 3-EC=BC si 4-FC=AB.

Sa se determine masurile unghiurilor triunghiului ABC.

Prof.Lucian Dragomir, Shortlist ONM, 2008
EB AB

Solutie : Cu teorema bisectoarei deducem — =——= 2, deci

AC
AB =2AC (1); dinipoteza avem AB =2AD (2) si, cu teorema lui
Menelaus in ABDC , pentru punctele coliniare 4,F,E, ajungem la

AD~@~F—C =1,deunde FC = FD ,adici 4FC =2DC = 4B (3).
AB EC FD

Din (1), (2), (3), ajungem la AD = AC = DC, deci
m (&BA C ) = 60" Imediat vom obtine acum

m(£ABC)=30",m(£4ACB)=90".0
Clasa a VIII-a

VIIL115 Si se arate ¢i : 17 +4/15 —2-/13 >2-J14 =12 =+/10.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu-Rosu
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Solutie : Din nou, dintr—o regretabilé eroare de tehnoredactare, avem de

fapt: 17 =13 = \/774_\/7 \/>+\/> =14 =10 si

\/_ \/_ \/75 4 \/7 ﬁ+ \/— \/_ \/_ Prin Tnsumare,

obginem\/7+\/7—2-\/73<2-\/——\/ﬁ—\/ﬁ.Estedelasinein‘geles

ca elevii care au sesizat eroarea au primit punctaj maxim. (Rugam agadar,
din nou, colegii si elevii din judet si nu numai, s ne ajute in demersul
VOLUNTAR de a sustine revista : probleme, note, articole, corectura
macar... Nu pot face cativa oameni, foarte putini din pdcate, munca
necesard, de la A la Z, pentru editare...lar daca revista pare multora ca nu
e este utild, mai bine si renuntam. Asteptdm pareri... Multumim).o
VIIIL.116 Se considera trapezul isoscel ABCD in care AB//CD,

AB=2-CD . Se noteaza cu M si N mijloacele bazei mari, respectiv bazei

mici, iar P un punct pe dreapta MN pentru care BPM = ABC . Si se arate
ca dreapta AP este perpendiculard sau pe DM sau pe CM.

Prof.Nistor Budescu,Dalboset
Solutie : Deosebim cazurile : 1) P € (MN) Notdm

m(&BPM) = m(&ABC) =x, m(&MBP) =y,CN = asi avem astfel
DN =a, AM = MB =2a Se stiecd MN | AB.Din ABPM 1in care

AM este unghi drept, avem x + y =90° .Cum
CD// MB,(CD) =(MB), deducem cd DM // BC Notam

APNBC = { Q} si,deoarece PM este mediatoarea lui (4B), avem
m(&PAB ) =y.Din AABQ deducem

m(&AQB) =180" —(x+y) =90 .Asadar AQ 1 BC .Din

AP 1 BC,DM // BC , ajungemla AP L DM ;2) M € (NP) .Se

ajunge la AP 1 CM.
VIII.117 Fie triunghiului ABC oarecare §i M un punct arbitrar in planul
sau. Notam cu G,,G,, G, centrele de greutate ale triunghiurilor MB4,

MBC respectiv MCA. Sa se arate ca triunghiul G,G,G, are arie constanta
oricare ar fi pozitia punctului M in plan, M ¢ [AB] U [BC ] )/ [CA] .
Prof. Loreta Ciulu, Resita
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Solutie: Fie D e AM cu AD =DM si E€ BM cu BE=EM .

G,C 2
Rezultd ci: G, = BDN AE ; G, € CE astfel incat —— ==
EC 3
G,C 2
G, € CD astfel incat —— ==
DC 3
. G G,C
in triunghiul CDE avem —— = g = —2— deci triunghiurile CDE si
DC 3 EC
. ,G, 2
G,G,C sunt asemenea, prin urmare =— (1)
DE 3
s . e . DE 1
In triunghiul MAB, segmentul DE este linie mijlocie, deci E = E ).
G,G 1
Din (1) si (2) obtinem: ——=— (3
(1) si (2) obt B 3 3)
GG 1 GG 1
Analog se aratd ci: —— = — si ——= = — (4)

BC 3 AC 3
Din (3) si (4) rezulta ca triunghiurile G,G,G, si ABC sunt asemenea cu

5 | AriaAG,G,G, 1
raportul de asemanare egal cu —. Prin urmare ——————=— de
3 AriaAABC 9
AriaAABC
unde AriaAG,G,G, = 214227
Dar aria triunghiului ABC este constanta pentru orice pozitie a punctului
M in plan, deci si aria triunghiului G,G, G, este constanta. O
VIII.118 Aratati ca oricare ar fi numerele naturale m, n, p, g, numarul:
N=2-35"+4.52" +5-69” +7-867 —1 este divizibil cu 17.
Prof. Delia Marinca, Timisoara
Solutie:
N=2-(34+1)" +4-(51+1)" +5-(68+1)" +7-(85+1)' 1=
2-M,, +1)+4-(M, +1)+5-M, +1)+7-(M,, +1)-1=
M, +2+4+5+7-1=M,, +17,deci,N:17
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VIIIL.119 Patratele ABCD si BEFC au latura comuna BC de lungime 2.Se
noteazd [AF|N[BC|={0}si [AF|n[BD]={G}.

a) Sa se arate in cel putin trei moduri cé existd a € Q astfel incat
A[DBF]=a* ;

b) Sé se arate in cel putin doua moduri ca O este mijlocul lui [AF ] ;

c) Sa se calculeze A[ABF| si A[4BG].

Prof. Simina Moica, Arad

M=4=a2:>a=2e(@;(2)

Solutie : a) (1 =
olutie : a) (1) .A[DBF] 5
BD =BF =22 (diagonale in péatrate) si
m(£FDB)=m(£DFB)=45" = m(£DBF) =90
BD-BF
= A[DBF] :T:4;
(3)ABCD =ABCF (LUL)=> =2 —2-£—4'
= it ‘A[DBF] A[DBC] 2 ’
b) (1) ABOA = ACOF = AO = OF;(2)
CO /| DA= AFCO ~ AFDA i astfel o =

1
FA 2
©) 'A[ABF] = ’A[AEF] - 'A[EBF] =2si

AABG~AFDG:>AG=%AF= 25

NG 2

avem SinéEAF=?3A[ABG] Zg. O

; In triunghiul dreptunghic AEF

VIIL.120 Existd numere naturale » pentru care 2" +3" +10" este pitrat
perfect ?

Prof.Cristinel Mortici, Targoviste
Solutie : Raspuns negativ. Daca n este impar, avem

2" +3" +10" =4k + 3,k € N, iar pentru n par, adicd n=2p, p € N ,avem
2 2 2 2 2
(107) <107 +3% 4277 <(10” +1) . o
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Clasa a IX-a

IX.115 Sa se arate cd dacad a,b e (0,00) ,atunci
4 1 1 1
<

—_— < .
Ja?b+ab? @ b ab

Prof.Nistor Budescu,Dalboget

2ab
Solutie : Inegalitatea mediilor conduce la ¢ p <~ab (1) si
a+

2(a+b)-1

el <J(a+b)-1 (2).E suficient acum sd inmultim cele doud
a+b+

4ab
inegalititi i ajungem la P < ab(a+Db) , deunde
a+b+1

4 a+b+1 1 1 1
< =—+—+—.
Ja2b + ab? ab a b ab

IX.116 Sa se rezolve ecuatia : [X;IJ-{XES} = x;—l ,unde

[a] reprezintd partea intreagd a numarului real a.
Prof.Nistor Budescu,Dalboset

+1
Solutie : xT =a el = x =2a—1¢€ Zsi ecuatia devine

{203— 2} . { a '; 2} = g .Considerdm acum

a=3k,a=3k+1,a=3k+2,k €Zsiajungemla xS = {—1,7,11} .0
IX.117 Sa se determine numerele naturale nenule a,b,c pentru care
(l+l)[1+lj(l+1J =2.
a b c

Olimpiada Marea Britanie
Solutie : Ecuatia este simetrica in a,b,c, asadar putem considera

1 3
a>b > c siastfel ajungem la (1 +—J > 2, de unde ¢ <3 .Analizdm
c

cazurile posibile care au aparut acum §i obtinem tripletele

(75 6, 2) b (9’ 5, 2)’ (1 5’ 4’ 2)’ (8’ 3’ 3)’ (5’ 4’ 3)' d
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X0 x4+ xT—x+1

X+ x4+ x+1
0,(2)+0,(3)+0,(4)

(1—\/5)(1+\/§)

IX.118 Considerdm expresia: £ x) =

si numarul real o= . Calculati E (a)

Prof. Loreta Ciulu, Resita
Raspuns: o =—1 si E(a) =101.co
IX.119 Sa se dea un exemplu de ecuatie cu coeficienti intregi care are o
radacina egald cu 1+ V2 +43.
Prof. Delia si Adrian Dragomir, Caransebes

Solutie : a =1+\/§+x/§:>(a—1)2 =(\/§+\/§)2 , de unde
(a2 —2a- 4)2 =24 si imediat a este solutie a ecuatiei

x'—4x’ —4x* +16x-8=0.0
IX.120 Se considera o functie f:NxN — N care satisface proprietatile :
a) f(x,f(x,3)=f(x,y)+x+1,Vx,yeN;
b) f(0,y)=y+LVyeN;
¢) f(x+10)= f(x,1),VxeN.
Sa se calculeze f(1,4).
Prof. Alfred Ekstein, Viorel Tudoran, Arad
Raspuns : f(1,4)=6. 0
Clasa a X-a

X.115 Sa se arate ca existd un punct P in interiorul unui triunghi ABC
astfel Incat m(@) = m(li/@’) = m(@) =30°daca si numai daca
triunghiul 4BC este echilateral. ( enunt corectat )

Prof. Nistor Budescu, Dalboset

Notd : Cum din enunt lipsea ceva esential, ne cerem scuze si va agteptam
cu Incercari. O

X.116 Si se determine perechile (a,b)de numere intregi pentru care
a+log,b=2.
Prof. Simina Moica, Arad
Raspuns : (a,b) = (2—n,2"),n €Z.o
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X.117 Sa se calculeze partea Intreagé a numarului

Prof. Alfred Ekstein, Viorel Tudoran, Arad
Solutie : Se foloseste inegalitatea mediilor si se ajunge la

a>4-{log 1296 > 5 si
3 3 3 3 .
10g611<5,10gIl 36<5,log36 216 <E, log,,, 1296 <E.Imed1at

obtinem [a] =5.0

X.118 Si se determine x > 0 pentru care x'°%1% +27x—6=0.
Prof. Alfred Ekstein, Viorel Tudoran, Arad

Solutie : Notim log,, x =u => x =3" si ecuatia devine

2
3% +3%* =6 ; folosind inegalitatea mediilor avem
6=3" +3%" >2.43" " de unde ajungem imediat la

(Qu+1)* <0 siinfinal x=—. O

O | —

X.119 Sa se exprime log,e 8 in functie de a =log;, 42 si b=1log436.
Prof. Delia si Adrian Dragomir, Caransebes
6—-6a+3b
4a-2b
X.120 Sa se determine numerele naturale m §i n pentru care egalitatea

Wx-4x 4x* - %x =x* este adevirati pentru orice x > 0,x # 1.
Prof. Delia si Adrian Dragomir, Caransebes

Réaspuns : x =

Raspuns: m=n=2.0

Clasa a XI-a
1 0 2
XI1.115 Se considerd matricea 4=| —2 1 -2 |.S4 se calculeze 4°°.
0 0 1
Prof. Simina Moica, Arad
0 0 2
Idee: Sescrie A=I,+B,cu B=|-2 0 -2|.o
0 0 O
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XI.116 Folosind notatiile uzuale pentru un triunghi ABC, sé se calculeze
1 a* cos24

determinantul D=[1 5> cos2B|.
1 ¢ cos2C

Prof. Lucian Dragomir, Otelu-Rosu

Solutie : Se folosesc proprietatile determinantilor, teorema sinusurilor si
formula cos2x=2cos’ x—1.0

XI1.117 Sa se arate ca numarul a =91! se divide prin b = 340

Prof. Alfred Ekstein, Viorel Tudoran, Arad

91!
(9!)10

multiplu de 3*, deducem ci a =91! se divide prin b= 3% o

Solutie : Cy,-Cq, - Coy+...:Cpy - Cry - C) = e N ;cum 9!este

XI1.118 O dreapta variabila care trece prin punctul P(2,3) intersecteaza

axele Ox si Oy 1n punctele 4, respectiv B. Sa se calculeze minimul ariei
triunghiului AOB.
Prof. Alfred Ekstein, Viorel Tudoran, Arad

Réspuns : Minimul cerut este 12.Pentru A(a,0), B(0,b) ,ecuatia dreptei

2 3 b
este X +% =1, de unde —+——1=0, iar aria dorita este a9 Maximul
a a

.1 1 (2)(3 . 2 3 1

expresiei — =—-| — |-| = [se obtine pentru —=—=—=>a=4,b=6.
ab 6 \a)\b a b 2

o

X1.119 Sa se determine limita sirului (a, )nzl definit prin a; =2 si

5-a,, =4+ anz,‘v’n e N*.( enunt corectat)

Prof. Alfred Ekstein, Viorel Tudoran, Arad
Notd : in forma publicatd, problema este banald(asa cum au observat
majoritatea elevilor) ; va propunem si incercati asa (ne cerem scuze din
nou pentru erorile de tehnoredactare, insa se stie, numai cine nu
munceste, nu greseste...). Multumim pentru intelegere.
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X1.120 Se consider sirul (x, )
a) x, € (O,E),Vn eN;
b) sinx, +cosx,,, =1,VneN.

Sa se arate ca sirul este convergent si sa se determine limita sa.
Olimpiada Cluj, 1983

_ care satisface conditiile:
Y

n+l

Solutie : cosx,,; =1-sinx, 20=x, € (O,gj,‘v’n eN. In plus

. < V3 3z .
X, = arccos(l —sinx, ),n eN.Daca x, € (O,Z] v (T,ﬂ'j , atuncit se

obtine inductiv x, > x,,, , adica sirul este strict descrescator si astfel
convergent; trecem la limita 1n relatia din enunt si ajungem la limita 0.

. 7 3w . . T
Daca x, € Z,T rationament analog, limita este E O
Clasa a XII-a

XI1.115 Sa se determine numerele prime p pentru care exista numerele
intregi x,y astfel incat: p+1= 2% si p?+1=2y7.
Olimpiada Germania

Solutie : Problema nu e deloc ugoara.Evident, p este numér impar §i
putem presupune x > 0.y > 0. S3 remarcdm acum ci
2 ( - x2) = 0(mod p) .Cum p este numir prim impar, deducem ca
y=z1x(mod p) .Deoarece x < y < p,ajungem la x+ y = p si asadar
pr+1=2(p-x)=2p° —4px+ p+1, deci
p=4x—-12x*=4x=p=7.0
XII.116 Sa se arate ca pentru orice a, b, c€ [0,1] are loc inegalitatea :

a b c

+ +

b+c+1 c+a+l a+b+1

+(1—a)1-b)1-c)<1.

Prof.Ecaterina Zsibriczki,Bocsa
Idee: Studiati variatia functiei
a b c

f:]R—)R,f(x)Z( + + )-x+(x—a)(x—b)(x—c)—1

b+c+l c+a+l a+b+1
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XII.117 Se defineste pe R o lege de compozitie "+" care satisface
conditiile : 1) (“T“) x (%} =1, VaeR;

2) (a*b)-(::(a-c)*(b-c) , Va,b,ceR.
Sa se calculeze 10*14 .
Prof. Lucian Dragomir, Otelu-Rosu

Idee: s ludimin 1) ¢ =14, apoiin2) a=5,c=2,b=17.

XIL118 Se considerd o functie f:[0,00)—(0,1] derivabila si

bijectiva,care admite o primitiva F cu F(0)=0 .Sa se studiez
X

m.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu-Rosu

injectivitatea si surjectivitatea functiei g:(0,00) —(1,00),g(x)=

Notd : Deoarece nu am primit nicio solutie, mai asteptam. O

X13 +x9—x8 +x4

R |

Prof.Lucian Dragomir, Otelu-Rosu

XI1.119 Si se determine J- dx , xe(0,00).

)C13 +)C9 —x8 +X4 _ )C4 )C9 x8

= + - .0
B L e BRI |

XI1.120 Sa se arate cd un grup (G,‘) cu proprietatea ca exista

Idee :

a,b € G astfel incat ab* =b3a® si b*=e, contine un subgrup izomorf cu
grupul (Z,,+).
Prof. Lucian Dragomir, Otelu-Rosu

2

>

Solutie : Tnmultim prima egalitate la stdnga cu b si avem : bab® =a
apoi inmultim la dreapta cu b’ si avem ba=aab® sau ba=ab’a’> ;
inmultim acum la stinga cu b sila dreapta cu a si ajungem la
b*a® =b’ab’a® | adica o’ =bab’a® , de unde e=b’ab’a .Asadar
x=b’a are proprietatea ca x’=e, deci H ={e,x} are proprietatea

dorita.
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Probleme propuse

(se primesc solutii pAna in data de 2 februarie 2009)
Notd : Se pot trimite si solutii la problemele propuse in
articolele apirute in ultimele doui numere ale revistei

ClasaalV-a

IV.121 Suma a trei numere este 1940. Aflati numerele stiind ca diferenta
dintre primele doua este egald cu suma ultimelor doua numere, adica 837.
Inst. Mariana Mitricd, Resita

IV.122 La un magazin s-au adus globulete rosii, galbene si verzi, numarul
lor fiind egal cu cel mai mare numar par scris cu trei cifre distincte.
Determinati numarul globuletelor de fiecare culoare stiind ca 597
globulete nu sunt verzi, iar numarul globuletelor galbene este egal cu cel
mai mic numar de trei cifre consecutive a caror suma este 9.

Inst. Mariana Mitricd, Resita

IV.123 Trei saci cu cartofi §i cinci saci cu varza cantaresc impreund 235
kg. Stiind ca un sac cu varza cantareste cu 9 kg mai putin decét un sac cu
cartofi, aflati cat cantareste un sac de fiecare fel.

Inst. Mariana Mitricd, Resita

IV.124 Suma varstelor a trei nepoti este cu un sfert de veac mai mica
decéat a bunicului. Daca vérsta acestuia reprezintd un numar impar scris cu
doua cifre consecutive a caror suma este 13, iar nepotul cel mic a implinit
un deceniu, determinati varsta celorlalti nepoti care sunt gemeni.

Inst. Mariana Mitricd, Resita

IV.125 Andrei si Karina au rezolvat impreuna 22 de probleme.Daca

Andrei ar fi rezolvat de 6 ori mai multe probleme, ar fi avut rezolvate de 5

ori mai multe decat a rezolvat Karina.Cate probleme a rezolvat fiecare?
Dan Emil Bugariu, elev, Otelu — Rosu

IV.126 Gasiti ce numere trebuie puse in locul semnelor O, A,O astfel
incét sa fie adevarate egalititile : 0+A+0O=20, O-A =5 si o—O=1.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
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IV.127 Ana , lon si parintii lor au Tmpreuna 55 de ani. Copiii sunt

gemeni, iar varstele parintilor sunt reprezentate de numere consecutive.

Cand s-a nascut Ana, mama sa avea 21 de ani. Cati ani are fiecare ?
Inst.Robertha Oprea, Resita

IV.128 Pentru o sald de sport s-au cumparat corzi, panglici si
mingi. Stiind cd 114 nu sunt panglici, 121 nu sunt corzi, iar 83 nu
sunt mingi, afld numarul obiectelor din fiecare fel care s-au
cumparat.

Inv. Elisaveta Viadut,Resita

IV.129 Vrijitoarea cea rea a furat scolarului parantezele si semnele
operatiilor . Faceti ca egalitatile urmatoare sa fie adevarate .
55555 50

55555 5=1
55555 56

Inst. Gratiela Pinosanu, Resita
Clasa a V-a

V.121 Fie numerele A=7-3*""® si B=5-3""%, Aritati ca restul impartirii lui
A la B este cubul unui numér natural.

| Prof. Marian Bddoi, Oravita

V.122 a) Aflati un numar natural x stiind ca 1+3+5+7+...+x=10000
b) Scrieti numarul A=2009+(2+4+6+...+4010+4014) ca suma a
doua patrate perfecte.

| Prof. Marian Bdidoi, Oravita |

2009 = .
0 +9 ca sumi de numere naturale consecutive.

Prof. Ramona Cdlin, Resita

V.123 Scrieti numarul 1

V.124 a) Si se determine numarul natural « stiind ca existd 7 € N pentru
care 3" =a si 27" =9-81 ;
b) Si se determine 7 € N pentru care 3" =27" ;

¢) Sa se determine n € Npentru care 3" —1 si 3" + 1 sunt numere prime .
Prof. Carina si Sebastian Corici, Caransebes
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V.125 Si se determine numarul abcde pentru care abcde =9 - ab-cde.
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj

V.126 Sa se gaseasca numarul prim care impartit la 6 da restul 14.
Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti

V.127 Zmeul din povesti are 33 de capete. Fii Imparatului verde incearca
sa-1 rapuna. Daca fiul cel mic fi taie 3 capete zmeului, acestuia 1i cresc la
loc 7 capete, daca cel mijlociu taie 6 capete, zmeului {i cresc la loc doar 4
capete, iar daca fiul cel mare taie 9 dintre capete, zmeului {i cresc 3 capete
in loc. Evident, zmeul este rapus daca raméane fara niciun cap. Este posibil
ca zmeul si fie rapus?

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

V.128 Determinati numerele naturale a,b,c, a < b < ¢ pentru care abc

este numar prim si n = ab+bc+ ca este pitrat perfect.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

V.129 Se considerd multimile 4 = {a,3,2b + 1} si B= {a + b,2b,5} . Sd

se determine numerele naturale nenule a si b pentru care AU B are 4
elemente.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasa a VI-a

VI.121 Un numar de 2009 puncte ale planului se coloreaza arbitrar in
exact 8 culori. Sa se arate ca exista cel putin 25 puncte la fel colorate.
| Prof. Marian Bddoi, Oravita |

VI.122 Se dau unghiurile «4,04,,%<A4,04,,....,%A4, ,OA, de
_ . 576° 576° 576° 576°
masuri , , yeus
4 728770 " n(n+3)

Sa se determine neN astfel incat punctele Ay, O, A, sé fie coliniare.
| Prof. Marian Bddoi, Oravita |
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V1.123 Se considera zece unghiuri 1n jurul unui punct care verifica
simultan conditiile:

i) oricum am lua trei dintre aceste unghiuri, exista cel putin doua de
aceeasi masura

ii) valoarea cea mai mica a masurilor celor zece unghiuri este 27°,

iar valoarea cea mai mare a masurilor lor este 45°.
Sa se determine masurile celor zece unghiuri.
Prof. Marina Constantinescu, Tismana

V1.124 Se considera S, = 3 +i+ .......... +—3 si
1-4 4.7 2005-2008
4018 4018 4018 4018 . N
, = + + Foeenenen +—— . Sa se arate ca exista
1-3 3.5 5.7 2007-2009

k € N astfel incat S, - S, = k.
Prof. Ramona Cdlin, Resita

2008 +107 i 2009+ 5%
2008470 ° 2009 + 2%

Prof. Carina si Sebastian Corici, Caransebes

VI1.125 Comparati numerele a =

VI.126_Tom si Jerry se hotarasc sa se intreaca la un concurs de viteza in
proba de 400 m plat.Tom alearga cu viteza medie de 48 km/h iar Jerry cu
viteza medie de 240m/min. Precizati: a) Cu cat timp ajunge Tom inaintea
lui Jerry daca iau startul deodata ? b) Ce distanta trebuie sa-i acorde Tom
lui Jerry in avans, pentru ca sa treaca in acelasi timp linia de sosire?

Prof. Mariana Draghici, Resita

VI.127 in AABC, M si N sunt mijloacele laturilor [AC ], respectiv [AB ],
iar E si D simetricele punctelor C si B fata de N respectiv M.
Aratati ca:
a) Punctele E, 4, D sunt coliniare;
b) DE=4-MN
Prof.Loreta Ciulu, Resita
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VI1.128 Un acvariu plin cu ap4, are lungimea de 150 cm, litimea de

80 cm si Indltimea de 50 cm.

La ce inaltime ajunge apa daca din acvariu s-au scos 4 1 de apa?
Prof. Marius Sandru, Resita

VI1.129 Si se determine numarul multimilor H = {a,b} de numere

naturale pentru care numerele x = ab siy= ba satisfac : (% + %) eN.

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

Clasa a VII-a
VII.121 Fie O un punct situat in interiorul patratului ABCD astfel Incat

0OA=0B si OAB =0DA . Si se arate ci O este centrul patratului.
Prof. Marina Constantinescu, Tismana

VII.122 Se considera patrulaterul convex ABCD cu proprietatea ca
pentru orice punct M din interiorul sdu are loc relatia
Swyus +Sucp =Supc +Sypa- Sa se arate ca ABCD este
paralelogram.
(Syy, reprezintd aria triunghiului XYZ).

Prof- Marina Constantinescu, Tismana

VII1.123 a) Sa se determine numerele intregi x si y pentru care
4y’ +3y =245 x+y>0 ;
b) Si se arate ci dacd x, y € Rsi 4x° +3y =24, atunci 4x+3y <25 ;
c) Si se arate ci dacd x,y € Rsi x* +y> =25, atunci 4x+3y <25.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Ofelu - Rogu

VII1.124 Se considerd o multime M < Q care satisface urmatoarele
proprietati : a) 1e M;

b) x,yeM = (5x+4y)e M;

¢c) (4x+3y)eM = (x+y)eM .

Sé se arate cd 55 M .
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Ofelu - Rogu
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VI1.125 Un trapez dreptunghic ABCD (AB /1CD, AB > CD) are o

diagonala perpendiculara pe o latura si m(l} ) =30° . Determinati
neN,n>2 pentru care AB=n-CD.

Prof. Ramona Cdlin, Resita

VII.126 Fie ABCD un patrulater convex si punctele P € (AD) si
Q €(BC), astfel incat DA =3DP si CB =3CQ . Aritati ci

AB+2DC

PQO<
Q 3

VIIL.127 Si se determine 7 € N pentru care

Prof. Ramona Cdlin, Resita

2n* +7

el.

2n-3

Prof. Mihaiela Vizental, Alfred Eckstein, Arad

VII1.128 Se considera numaérul a =

25

1
Sasearateca —<a<—
20

24

1
—+
V8

1 1 1

Prof. Mircea Fianu, Bucuresti

VII.129 Sa se determine numerele intregi a,b pentru care

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

Clasa a VIII-a
VIII.121 Scrieti numerele 2008 si 2009 ca diferenta de patrate a doua

numere naturale.

VIIIL.122 Se dau multimile:

| Prof. Marian Bddoi, Oravita |

A={(a,b)eNxN/a=J6n+2;b=J4n+3,neN} si

B={(x;y)eNxN/ (V8+1)x+4=(18+2)y-50 }

Calculati: AU B, AN B, AAB.
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Prof. Delia Marinca, Timisoara



a+b+c=6
VIII.123 Sa se determine a,b,c >0 astfel incat 1 1 1 3
—t—t—==
a b ¢ 2

Prof. Marina Constantinescu, Tismana

VIII.124 Fie paralelipipedul dreptunghic 4BCDA'B'C'D’. Sa se arate ca

dacd A4'B=CBC'=D'C'A’ atunci paralelipipedul este cub.
Prof. Marina Constantinescu, Tismana

VIIL125 Se considerd cubul ABCDA'B'C'D' si M e[A4A4'],N €[BC],

Pe [C 'D'] astfel Incat triunghiul MNP este echilateral. Sa se arate ca
AM=BN=C'P.
Prof. Mircea Constantinescu, Tg-Jiu

VIII.126 Determinati x € R pentru care existi 7 € N" astfel incat
x+1 x+2 x+3 x+n

+ + + + =
2 3 4 n+1

n.

Prof. Ramona Cdlin, Resita
VIIIL.127 Se considerd x, y,z € R astfel incat
9x% + y? + 92> =18(x — 2z —2). Si se determine valoarea maximi a
expresiei E(x,y,z)=3x+2y+z.

Prof. Ramona Cdlin, Resita
VIIL128 Se considerd un cub ABCDA'B'C'D’ in care M este mijlocul
lui (CD), N este mijlocul lui (A/D/) si O centrul cubului.Sa se determine

masura unghiului dintre dreptele MN si AO.
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj

VIIL129 Fie A ABC dreptunghic cu m(d)= 90" si Ee(4B),

FE(AC) astfel incat EF"BC si ﬂzg . Se da AB=E si
AB 3 2

AC =10 . Triunghiul ABC se indoaie dupa dreapta EF astfel incat
(AEF ) L (BE C ) . Aflati perimetrul A ABC dupa indoire .

Prof. Ramona Cdlin, Resita
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Clasa a IX-a

IX.121 Se considerd o multime infinitd 4 de numere reale cu
proprietatea ca suma oricaror 2008 numere distincte din A este numar
rational. Sa se arate cd 4 — Q.

Prof. Mircea Constantinescu, Tg-Jiu

IX.122 Si se determine functia f : N* — N"pentru care

A [f(m)+1]
4

1 20 +2- £2Q2) ot n- f2(0) = , VneN".

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj

IX.123 Se considerd o multime G < R care satisface proprietatile :
a) 1eG;b) xeG=>Vx+3€Gs0) Vx+4eG=(x+5)eC.

Sa se precizeze daca exista cel putin patru numere intregi si patru
numere irationale care sunt elemente ale multimii G.
Prof. Adriana gi Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

IX.124 Determinati numerele naturale n cu proprietatea ca exista
numerele intregi a si b astfel incat: n>=a + bsin’=a’+b’.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

IX.125 Numerele pozitive x;, x», x3 satisfac inegalitatile xx,x; >1,

I 1 1 < <
—+—+—>x; +x, +x3. Sd se demonstreze ci:
R I

a) nici unul din numerele date nu este egal cu 1;

b) exact unul din numerele date este mai mic ca 1.
k sk ok

IX.126 Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu ortocentrul H. Dacé pentru
orice. punct M din planul  triunghiului  existd  relatia

MA+MB+MC =3MH , demonstrati cd ABC este triunghi echilateral.
Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuregti
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IX.127 Fie ABCD un patrulater convex, M € (BC), N € (CD) si {P} =
BP _BM AP

AM) N (BN). Demonstrati cd dacdi — = ——-——, atunci patrulaterul
(M) O (BN) ’ BN BC AM P

dat are doua laturi paralele.
Prof. Dan Stefan Marinescu, loan Serdean , Hunedoara

IX.128 Fie triunghiul 4ABC si G un punct in interiorul sdu cu proprietatea

ca exista un punct M in planul sau astfel incat 3MG =MA+MB+MC . Sa
se arate ca G este centrul de greutate al triunghiului ABC.
Prof. Dan Stefan Marinescu, Viorel Cornea , Hunedoara

IX.129 Fie ABC un triunghi, M si N mijloacele laturilor (BC), respectiv
(AC) si P € (AB) astfel incat PA =2 PB. Fie {G} =BN N AM si {Q} =

BN N CP. Daca BM. BP =BQ.BG, aratati ca AB este perpendiculara pe
BC daca si numai dacd AB = BC.
Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti

Clasa a X-a

X

>
1+x
a) Sd se arate ca f nu este injectiva si nici surjectiva ;
b) Sa se calculeze

| | | | |
f(zoosj'f(zomj""'f(ij'f(l)'f(z)""'f(2008)'

Dan Emil Bugariu, elev, Otelu — Rosu

X.121 Se considerd functia f:R > R, f(x) =

X.122 Si se arate ci dacd z € C satisface 0 <Re(z) <2 si
0<Im(z)<2,atunci |z—1-{|<1.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

X.123 Si se rezolve ecuatia 33" +70" +92* =105".
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
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X.124 Se considerd o multime M < C care satisface proprietitile :
a) (1+i)eM;
b)zeM=z"eM,
o)(+z)eM =>zeM.
Sd se arate ci —4 e M ,4 eM,(—4+4i) eM.

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

X.125 Rezolvati ecuatia : x'°%° =1+ x.
Prof. Dorel Mihet, Timisoara

X

241

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

X.126 Sa se rezolve ecuatia :log, (x4 —4x+ 5) =

X.127 Daca a,b,c € (1,00) ,aratati ca

log,*b+log,' c+log.*a>log, b+log, c+log, a.
Prof. Steluta si Mihai Monea, Deva

X.128 Fie A={zeC/z=x+i-2x,xeR}.

a) Aratati ca Jz,,z,,z, € A astfel incat afixele lor sa fie varfurile
unui triunghi isoscel ;
b) Aratati ca Vz,z,,z, € A afixele lor nu pot fi varfurile unui

triunghi echilateral.
Prof. Dan Stefan Marinescu, loan Serdean , Hunedoara

X.129 Fie z e C,

z| =1. Aratati ca:

a) Vne N’ :;‘1—22‘+‘1+23‘+...+‘1—22"

+‘1+ z¥m

2n-|l+z|

b)VaeR: |sin 2a| +|cos 3a| +...+|sin 2na| +|cos(2n+1)a| > n-|cos a| )

Prof. Dan Stefan Marinescu, Hunedoara
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Clasa a XI-a

XI.121 Fie a,b>0,neN,n>2 si M, (a,b) multimea matricelor
patratice de ordinul » avand toate elementele din multimea {a,b}.
Daca det(A4)>0,v4eM,(a,b) sd searate cd a=b.

Prof. Mircea Constantinescu, Tg-Jiu

X1.122 Sa se determine locul geometric al punctelor M din planul

patratului ABCD pentru care MA® + MB*> + MC? + MD* =3- AB”.
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj

21
XI.123 Sa se rezolve in M, (]R) ecuatia X*— X’ = (1 J.

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj

X1.124 Se considerd sirul (xn )nZO definit prin

2
y . X
x,>0,x,,,-x, =1+x°,VneN.Sise calculeze L =lim~.

n—w p

Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

XI.125 Se considera matricea A € M, ((C),n >2 si ecuatiile X* = O,,
AX =A+X §i A+ X+ X +..+X" =0,, unde keN,k>22 si
XeM, ((C) Sa se arate cd orice solutie BeM, ((C) a doud dintre

ecuatiile date, este solutie si pentru cea de-a treia ecuatie.

Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti
XI.126 Se considera 4,B,CeM, (R) astfel incat BC =1, si functiile
f.ge:M, (R) —>M, (R) pentru care (fog)(X) =A-g(X)+f(X)-B,

VXeM, (]R) Sa se arate cd daca [ este injectiva, atunci g este
injectiva.
Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti

59

XL127 Fie A€ M, (R)cu det A>1si (a,) _..(b,) v -(c)

a b
(dn) . astfel incat 4" :[ ! d"j,nZl. Sa se arate ca daca cele patru
ne C

n n
siruri sunt convergente, atunci A=L1,.

Prof -Marian Andronache, Bucuresti

X1.128 Si se arate ci sirul (x, )HEN* definit prin

x=1,(n+ 1)()@1+1 -x,)21+x, ,VneN" este nemdrginit .
Prof. Mircea Lascu, Zaldu
XI1.129 Arétati cd orice sir (x, )n cu x,>0,x

n+l

o -x,—2x,=3,VneN, este

convergent. Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti

Clasa a XII-a

1
2
XI1.121 Sa se arate ca szex dx s% .
0

Prof. Marina Constantinescu, Tismana

3 3 2
2x —x"+8x+9
XIL122 Sk searate ci [ —— "~ dr="
T X +12x-5 8

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj

+In7.

sin®™ x

XI1.123 Si sc determine jm

L X E (O, 7z) .
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj

XII.124 Sa se arate cd pentru orice x € N, numarul
23
a =(x7 +x+1) —x’ se divide prin b=x" +1.
Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad
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XI1.125 Se considera functiile continue f, g : R — R care satisfac

f(x+3)+2- f(4—x)=g(x+3),Vx e R .Daci If(x)dxz%, sd se

6
calculeze J. g(x)dx.
1

Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

XI1L.126 Fie (G,-) un grup finit de ordin n si /: G — G un morfism cu

proprietatile: a) fo f=15; b) f(x)=x= x=e. Sase arate ci:

1) {f(x) xV/xe G} =G; 2) G este abelian; 3) n este impar.
Prof. Dorel Mihet, Timisoara

XIL127 Fie f:R —(0,%) o functie bijectivd.Si se studieze daca exista
functii g:R —[0,00) care admit primitive pe R si satisfac relatia
gog=/.

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

x-e*

\/1+ex.

Prof. Dan Stefan Marinescu, Hunedoara

XI1.128 Sa se gdseasca primitivele functiei f:R >R, f(x)=

XIL.129 Fie f:[0,1] > R o functie continud si injectiva cu proprietatea ci

/(1)=1.Demonstrati c& daci exista x, €(0,1) astfel incat f(xy)>2,

1 .
atunci Io e/ Dy >2. Prof. Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
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Rubrica rezolvitorilor
Punctaje obtinute pentru rezolvarea probemelor din
RMCS nr.25
(in paranteza apar punctajele realizate pentru editia a IV-a a
Concursului RMCS)

ClasaalV-a
Liceul Hercules Biile Herculane (Inst.Alexa Gaita, inv. Doina Zah, Inv.
Felicia Adriana Laitin, inv. Mirela Bolbotind)Barbu Cristian 40(160),
Burcin Andreea 50(170), Lupsan Corina 60(190), Capatdna Alexandra
Maria (40), Velcan Anca (50) ,Vlascu Catalin 60(190), Nicoard Denisa
60(190),Strainescu Andra 60(190),Vatavu-Pepa Cilina 60(190).
Scoala Bolvasnita (Inst. Mihaela Goantd) Valean Robert 30(40), Stirban
Simona 20(40),Mihailescu Flavius (20), Dragu Maria 10(30), Jura
Damarius Catalin (10).
Liceul Pedagogic Caransebes (inv. Elena Minea) Szabo Ciprian
60(140).
Scoala Romul Ladea Oravita ( Inv. Camelia Suru ) Balmez Bogdan
60(60), Simu Victor 60(60), Epure Gabriel Vasile 60(60).

Clasa a V-a
Liceul Hercules Biile Herculane (Prof. Constantin Bobotind) Popa
Andrei 146(146), Cirdei Alex-Cosmin 132(132), Urzica Ionut 146(146),
Cernescu Maria 146(146), Moaga Alecsandru 112+60(302), Stanciu Ana-
Maria 108+147(305), Gherghina Liviu-Nicu 50(50), Stanciu Ani
110+145(315), Grigorie Denisa Bianca 70+145(215).
Scoala Bozovici ( Prof.Dochia Radulea)Carban Vasii Sandra 60(60).
Liceul Pedagogic Caransebes (Prof. Dorina Humita,Prof. Marita
Mirulescu) Benec Emanuela 47(47)Belciu Anemona 60(60), Semenescu
Raluca 60(60), Pelin Anitta 40(40), Cocos Daiana 60(60), Nedelcu
Loredana 60(60), Nicoara loana 60(60).
Scoala Generald 2 Resita (Inv. Florica Boulescu, prof. Marius
Sandru)Neatu Monica 30(148), Ursul Larisa lasmina 20(40), Ciobanu
Anca 10(130), Azap Denisa (40), Vasilovici Camil 10(80).
Scoala Romul Ladea Oravita (Inst. Liliana Craciun,Prof.Camelia Pirvu)
Balmez Andrada-loana 107(267), Murgu Teodora 107(187),Traila Casian
97)97), Chirciu Catalina 110(110).
Scoala Generali 9 Resita (Inv.Lidia Adamescu,prof. Irina Avrimescu)
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Stefan Andrei 50+70(175),Busoi Natalia (138),Munteanu Ionut 90
(248),Micnea Alexandra (55),Pepa Nicoleta (55), Boldea Cristina80
(135), Cata Larisa 80(135),Gaita Nadine 100+80(239),Burghind Vali
(48),Antonescu Florina 100(158).

Liceul Gen.Dragalina Oravita(Prof.Aurica Lazarov)Tibulea Andrei
70(70).

Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (fnv. Luminita Orszari,Prof. Heidi Feil)
Szalma Eric 80(110),Toader Razvan 76(76), Cerna Miruna 70(70),
Pandici Cristian Andrei 50(50), Tolea Loredana Oana 117(117), Simescu
Larisa Geanina 90(90), Trifu Teodora 117(117), Buzzi Cristian
Alexandru 107(107), Dudau Ana-Maria 107(107) .

Scoala Generald nr.3 Otelu-Rosu (inv. Irina Cirstea, Prof. Felicia
Boldea) Preda Sebastian Mihai (30),

Liceul Traian Doda Caransebes (Inv.Violeta Ionescu, Prof. Delia
Dragomir, Prof. Janet Miuta Bocicariu)

Iliescu Alexandru 60(199), Jurescu loan Cristian 60(60), Nistor Razvan
50(50), Dodoiu Oana 50(50), Stoicanescu Petru 80(80).

Grup Scolar Moldova Noui( Inv. Anastasia Cristina Stroia)

Stanutd Nicolae Eduard (40), Stoleriu Nicolae Denis (90), Anghel
Alexandru (40), Toma Monica (40), Costinas Cristian (40).

Scoala Rusca Teregova ( Prof. Sorin Ciucd) Stepanescu Maria 138(138),
Humita Ionela 127(127), Banda loan Alexandru Ilia 65(65), Gherga Ana
92(92), Radu Alexandru Ionut 103(103), Stepanescu Alina Iconia 92(92).

Clasa a VI-a
Liceul Hercules Baile Herculane(Prof. Constantin Bolbotina, prof.
Marius Golopenta) Bélaj Denisa Maria 182(182), Sandru Ilie Daniel
206(460), Gherghina Liviu 130(200) , Dancéu Anca lonela 130+74(252),
Dimcea Alexandra Ana Maria 130+70(310), Coman Petre Daniel
130+60(287), Torok Bogdan 50(110), Mihart Georgiana 175+80(335),
Ferescu Liana 116(196), Vlaicu Dana 50(107),Susard Bianca (88),
Croitoru Sabina 182(182): probleme cu logaritmi, clasa a X-a !?,
Domilescu Manuel 110+50(160): bun bdiat, a trimis un plic pentru
altcineva, adicd 1-a ajutat(serios vorbim).
Scoala Berzasca (Prof. Dana Emilia Schiha) Vulpescu lulia (236).
Scoala Bozovici ( Prof.Maria Bololoi) Mitocaru Patricia 106(375), Iancu
Mara-Timea (110), Ruva Mihaela 106(340), Pervu Georgiana (110),
Nicola Ion Cristian (60),Handa Mihai (110).
Liceul Eftimie Murgu Bozovici ( Floarea Haramuz-Suta)Dancea Nicolae
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(212),Dragila loan Marian (197), Suveti Anca Marinela (211).

Scoala Ciclova Roméana ( Prof. Geta Miscoi) Craciunel Vilutu 40(63),
Munteanu Andreea 80(118), Muia Diana (38).

Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Maria Crasnianic)Toma
Alexandru 60(60).

Scoala Generala Dalboset (Prof.Pavel Rincu) Tunea Lia (64),Motorga
Elisa Mirela 50(115).

Scoala Generala nr. 6 Resita ( Prof. Susana Simulescu) Ciulu Miruna
Dalila 120(470).

Liceul de Arta Resita ( Prof. Adriana Mara ) Petragcu Nicoleta 70(70).
Scoala Generald nr. 9 Resita (Prof. Ion Belci,Prof.Irina Avramescu)
Peptan Andrei Valentin 60(326),Pangica Antonio 126(251):fédrd talon,
fard clasd,am cdutat prea mult! Vi rugim, respectati conditiile de
trimitere a solutiilor !!!! Bercean Bogdan Alexandru 136(395)( vai ce
ne-am chinuit sd descoperim in ce clasd esti!; multumim oricum pentru
foile albe — goale puse in plic).

Scoala Generali nr. 1 Oravita (Prof. Mariana Iancu, Prof. Marian
Biadoi) Gheorghisan Cilin 120(445), Danila Madalina 123(529),Pirvu
Ancuta 172(172)..

Scoala Generala 3 Otelu-Rosu (Prof. Daniela Suciu, Prof. Felicia
Boldea) Baila Cristina 60(150),Romanu Nicoleta 68 (158), Barbu Daniel
30(114),Manea Florina (122), Dulan Ionita (80),Preda Cristina 30(107),
Vladu Alina 68(193), Lazéir Razvan lonut 56(179),Haba Beatrice 30(30).
Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil)

Gutan Iuliana (284), Butd Laurian-Paul 107(374), Stefinescu Andrei
170(555), Rat Laura(70),lamandei Daiana (197),Rosu Ionut (60),Trica
Alexandru 60(140).

Grup Scolar Otelu-Rosu ( Prof. Tulia Cecon) Olaru lonut 30(177), Roi
Karmina (70), Pascu Dalida (50).

Liceul Pedagogic Caransebes (Prof. Dorina Humita, Prof. Antoanela
Buzescu) Bivolaru Iulia Malina 90(330), Bazdvan Razvan Alexandru (90),
Bazavan Oana Catélina (97), Dinulica Petru Augustin 140(460), Dinulica
Septimiu 140(460),Dragomir Roberto (80).

Scoala Rusca Teregova ( Prof. Sorin Ciucd) Stepanescu Georgeta
(72),0prisan Cristina (42),Blaj loan 78(163),Moaca Nicolae 62(207).
Scoala Toplet (Prof. Simion Roman ) Ciuca Octavian 114 (114).
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Clasa a VII-a
Scoala Anina ( Prof. Marin Clesiu ) Paiu Andrada 20(20).
Scoala Bania (Prof.Iancu Clesnescu) Odobasa Daniel (107).
Scoala Bozovici ( Prof. losif Gaina , Maria Bololoi,Dochia Radulea)
Vrancea Andreea 90(303), Stefan Ana 60(120), Munteanu Madalina
59(140), Holbota Viorica (97),Beloescu Cristina (107), Hotac Adina
53(213).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Dorina Humita) Ban
Ioana 58(118), Stanciu Georgiana Maria (40).
Scoala Generala Dalboset (Prof. Pavel Rincu ) Béacila Alexandru (50),
Careba Denisa (56).
Scoala Lapusnicu Mare (Prof. Petru Pungild) Gosa Violeta 60(60), Voda
Andreea 50(50).
Grup Scolar Moldova Noua(Prof. Vasilica Gidea ) Paunovici Veronica
28(28),0prea Adelina 38(148), Tarsoly Carla 40(130), Beloia Marinela
40(90).
Scoala Generala 2 Resita (Prof. Mariana Draghici) Teudan Adina
50(260), Popa Andreea (100), Onofrei Iulia 40(198), Draghici Livia
Liliana 110(400),Aghescu Monica Elena 110(320).
Scoala Generala nr. 9 Resita ( Prof. Irina Avramescu ,Prof.Vasile Chis,
Prof. Ton Belci ) Peptan Alexandru 90+135 (468), Colgea Alexandru
70(1300), Lazar Silviu Ioan 80(410), Muscai Lorena 75(135).
Liceul Gen.Dragalina Oravita (Prof. Mihai Lazarov) Sava Isabella (58).
Scoala Romul Ladea Oravita (Prof. Camelia Pirvu, Prof. Minodora
Savu) Marocico Flavius (30), Serafin Dennis George 56(196).
Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil, Prof. Anisoara Popa)
Pop Cristian Tonut 106(286), Radu Ionela 60(262), Tustean Patricia
70(170), Boran Cristian (40), Alexa Alexandra (160), Bidilici Razvan
(90), Tlic Denis 36(36).
Scoala Generala 3 Otelu-Rosu (prof.Felicia Boldea)Carausu Robert
50(248), Baila Diana 60(222) ,Tanasa Raul 50(224), Preda Gabriela
Dagmar 47(282), Mihut Marius Cosmin (107).
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu ( Prof. Iulia Cecon ) Vargatu Alina
(70), Popescu Ana Maria (70),Calau Maria 104(154).
Scoala Virciorova (Prof.loan Liuba) Turnea Ion (70).
Scoala Rusca Teregova (Prof. Sorin Ciucd) Humita Ileana
84(132),Humita Maria (30), Humita Cosmin 94(124),Ursulescu lonela
145(145), Banda Elisabeta 87(87).
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Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Florin Ciocan) Szabo Ildiko
150(150).

Grup Scolar Constructii Masini Caransebes (Prof. Sebastian Corici)
Bédescu Patricia Liana 70(230), Abagiu Selner Raluca 70(70).

Clasa a VIII-a
Scoala Bozovici (Prof. losif Gaind)Barbes Cezara 50(244), Nicola
Alexandra 50(242), Bacila Cristiana 50(226), Curescu Elena Cristina
50(166), Bratosin Felix 40(40) .
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Adrian Dragomir) Stoicanescu
Gelu 50(260).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Marita Mirulescu)
Timofte Tina 50(168),Benec Sinziana 50(50).
Scoala Generala Dalboset ( Prof. Pavel Rincu )
Jarcu lorena Maria 54(134), Marin Lidia Madalina (58),Dragila Catalin
Sebastian 50(110),Capatina Dana Maria (57).
Liceul Hercules Baile Herculane(Prof.Marius Golopenta)Tabugan Dana
(120).
Grup Scolar Moldova Noui(Prof. Vasilica Gidea) Paunovici Rebeca
(40).
Scoala Rusca Teregova (Prof. Sorin Ciucd) Codospan Florinela
107(230), Davidescu Toma 17(31), Blaj Marinela (57), Humita Maria
75(171), Banda Traian Daniel 72(72).
Scoala Generala 2 Resita (Prof. Mariana Draghici) Pascu Andra Diana
40(180), Hulban Gabriel Adrian 118(118).
Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil)Krokos Lorena 76(313),
Kuhn Anne Marie 76(313).
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu (Prof. Adriana Dragomir)
Dumitresc Cecilia 60(176), Nasta Laura 60(176).
Scoala Virciorova (Prof. Ioan Liuba ) Maran Marius 60(160).

Clasa a IX-a

Scoala Bozovici (Prof. Maria Bololoi) Borchescu Anamaria (60),
Borozan Florina (48).

Liceul Eftimie Murgu Bozovici (Prof. Danild Berbentea) Derlean Pavel
26(168)

Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir, Prof. Lavinia
Moatér) Mocanu loana 58(267), Pasan Petru (210),Matei Sergiu 53(100).
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Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Dorina Humita, Prof.
Antoanela Buzescu ) Semenescu Anca 70(297),Borcean Gheorghe (50),
Magu Georgiana 43(43).

Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir)Duma Andrei Florin
23(144), Tustean Claudiu 25(87), Buliga Adrian Denis 35(92),Bugariu
Timeea 23(85),Bugariu Razvan 14(86).

Liceul Gen.Dragalina Oravita (Prof.Mihai Lazarov)Goian Raluca
Madalina 10(10).

Clasa a X-a
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir,lacob Didraga)
Vizicicanici Mihaela 65(65), Stolojescu lasmina 58(58),Zanfir Cristian
136(136), Bona Petru 116(252), Prunar Victor 156(461),Hurduzeu Iconia
116(246), Todor Elena 86(156),Galescu Dan 96(96),Ciuca Cristian Sorin
76(76),Szabo Cristian 68(68).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Antoanela Buzescu)
Marta Marian Sebastian 60(238).
Liceul Traian Lalescu Resita (Prof. Ovidiu Badescu) Simion Larisa (60),
Popovici Georgian (87), Mester Sergiu 36(145).
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir)Atinge
Carina 73(172), Cococeanu Oana 56(200),Stefaniga Sebastian 42(140),
Baranga Sergiu 53(53).
Liceul Gen.Dragalina Oravita(Prof.Mihai Lazarov) Pricop Romina
26(189), Persu Daniel 6(31).
Grup Scolar Moldova Noua(Prof. Lacrimioara Ziman) Istudor Deian
48(93),Vireanu Adelina 45(45), Calota Bianca 45(45), Radoicovici
lasmina 45(45), Harabagiu Dragana Gabriela 18(18), Marisescu Flavius
43(43).

Clasa a XI-a
Colegiul National Moise Nicoara Arad (Prof. Ovidiu Bodrogeanu)
Adina Vlad 68(135)
Liceul Tata Oancea Bocsa (Prof.Ioan Todor) Staniloiu Ovidiu 60(228).
Liceul Hercules Biile Herculane(Prof.Constantin Bolbotina) Stolojescu
Anca 65(115).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Lavinia Moatar)
Moatar Alexandra 50(110), Jdioreantu Doriana 28(55), MiculescuMatei
48(95), Coltan Cilin 35(82), Blidariu Florentina 38(90), Timofte Andrei
38(85), Megan Ligia 56(116), Milcu Roxana 50(158), Enasel lon 38(95),
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Dumitrescu Otilia 37(84), Ciobanu Claudiu 38(85), Humita Gheorghe
45(87), Stefan Emanuel 37(84), Carabin Claudia 38(85),Neamtiu Nicoleta
38(85),Babeu Nicolae 28(66), Birsan Mirela 38(95),Muntian Adriana
38(85),Sabaila Marius 46(93),Blidariu Florentina (55),Voinea Alexandra
(40),Hromei Diana (57),Teodorescu Silviu Petru 38(76), Stoica Georgian
10(10),Daia Daniela 36(36), Lazar Ioan 36(36), Vornic losif Adrian
46(46),Turcan Vlad 38(38),David Bogdan 38(38).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Antoanela
Buzescu)Muresan Ana-Maria 60(150), Muresan Alexandru Ioan 60(150).
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Lavinia Moatar, Prof. lacob
Didraga )Tiu Mihai Nicanor 27(55), Balulescu Bianca Veronica 27(67),
Galamba Ionel Marinel 43(91), Aghescu Alina Mihaela 30(57), Cristescu-
Loga Cerasela (58), Ionagcu Simona 30(75), Florea Maria Adelina (27),
Turnea Ana-Maria 30(75), Negrei Mihaela (45), Stolojescu Oana 30(75),
Turnea Adasena (50),Train Anca 67(117),Rotaru Nicolae (27), Toth
Lavinia (28),Cornean Luiza 30(30),Blidariu Mihaela 30(30),Firan Maria
Mirabela 30(30),Serbescu Cristina 30(30).
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir) Bugariu
Dan 82(202), Lupu Vlad (50), Moisescu Mihaela (30),Damian Raluca
(70).

Clasa a XII-a
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes ( Prof. Lavinia Moatar) Gurgu
Caius (30), Kremer Emanuela (30), Iliescu Marcel (30), Ciortan Marius
(30).
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu ( Prof. Lucian Dragomir)
Unguras Dragos 30(160), Buzuriu Alina (30), Dragomir Lucia (30),
Beg Apostol (30).
Liceul Gen.Dragalina Oravita(Prof.Mihai Lazarov) Nezbeda Harald
51(105).

Colectivul de redactie al revistei pe care o rasfoiti cu placere si o
asteptati cu neribdare, adicid revista de fati, va ureaza Sdrbdtori
Fericite, La Multi Ani!, o vacanta cat mai odihnitoare alituri de cei
dragi. Acelasi colectiv speri ca in clipele cind doriti sd vi umpleti
timpul liber si cu pliceri intelectuale, s va ocupati putin mécar si de
matematici... Cele mai alese ginduri se indreapti catre voi!
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